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Spis tresci, czyli czego sie mozesz w tej ksigzce spodziewac...

PORZADNY (MAM NADZIEJE), CHOC KROTKI WSTEP

I. PRELIMINARIA, CZYLI O CO CHODZI Z TA MATEMATYKA?!
1. Przyczyna napisania tej ksigzki... — matematyka!
2. Przemyslenia na temat skad si¢ biorg klopoty uczniow (i dorostych) z matematyka
3. Praktyczne metody poradzenia sobie z matematyka

II. PODSTAWY MATEMATYKI
1. Principia, czyli logiczne podstawy matematyki
2. Parametryzacja obiektow (czyli ich opis za pomoca przystugujacych im wlasnos$ci)
3. Pojecia (definicje), prawa (twierdzenia), prawidla (wzory, zasady, metody) i przepisy postgpowania (algorytmy
i procedury)
4. Przypuszczenia jako podstawa rozwoju matematyki (i nie tylko)

III. POLICZMY SIE Z LICZBAMI
1. Przystawka, czyli danie na dobry poczatek — rozroznienie mi¢dzy liczbg a cyfra, i nie tylko...
Przydatnos¢ liczb, czyli do czego stuzg liczby
Poréwnywanie liczb — o ile, ile razy, ...
Policzalnos¢ — co to takiego?
Przecinki, kropki, $redniki i spacje stosowane przy zapisie liczb
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IV. PO OBU STRONACH MOCY, CZYLI CENTRALNA ROLA ZERA
1. Podzialy zbioru liczb wzgledem zera: liczby dodatnie i niedodatnie, ujemne i nieujemne
2. Pochodne podziatu liczb wzgledem zera: liczby przeciwne i warto$¢ bezwzgledna
3. Przyktad ,,osi liczbowej bez zera”

V. POZOSTALE RODZAIJE LICZB
1. Przeglad i omoéwienie rodzajow liczb
2. Przyblizenia (czyli zaokraglenia) liczb
3. Pozycyjne i niepozycyjne systemy zapisu liczb

VI. PROSTE ZALEZNOSCI MIEDZY LICZBAMI - W MATEMATYCE I W PRAKTYCE
1. Podstawowe okresSlenia i ich oznaczenia (przydatne w kolejnych paragrafach tego rozdziahu)
2. Przeksztalcanie wzorow
3. Proporcje proste i odwrotne
4. Przeliczanie walut

VII. PRZEKSZTALCANIE LICZB POPRZEZ WYKONYWANIE NA NICH OPERACIJI
1. Podstawowe operacje na liczbach
2. Porzadek wykonywania dziatan
3. Praktyczne wykorzystanie wzorow skroconego mnozenia

VIIL. POTROJNA ZALEZNOSC, CZYLI POTEGI, PIERWIASTKII ... LOGARYTMY
1. Potegi i potegowanie

2. Przedstawienie liczby w postaci wyktadnicze;j

3. Pierwiastki i pierwiastkowanie

4. Pozostaly nam jeszcze logarytmy i oczywiscie... logarytmowanie
IX. PROCENTY

X.

1. Procenty rozpatrywane na liczbach

2. Procenty w sklepie — podwyzki i obnizki cen towaréw; VAT — cena brutto, netto i tara; prowizja i narzut

3. Procenty w bankach — pozyczki i lokaty

4. Procenty w ptacach i podatkach od nich (ptaca: brutto, netto i tara; progi podatkowe; progi podatkowe a podatek
liniowy)



X. POWIAZANIA I PODZIALY
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2.
3.
4.

Przyporzadkowania jednoznaczne, czyli funkcje
Pary funkcji odwrotnych

Porzadki (czyli ciagi)

Podziaty i hierarchie

XI. POMIARY I OBLICZENIA NA PLASZCZYZNIE I W PRZESTRZENI

1.
2.
3.

Plaszczyznowe obiekty, ich pomiary i obliczenia
Przestrzenne obiekty, ich pomiary i obliczenia
,,Padal deszcz”, czyli o przechodzeniu mi¢dzy wymiarami ;)

XII. PRZEKSZTALCANIE I POROWNYWANIE WIELKOSCI METRYCZNYCH

M

Przeliczania wielko$ci migdzy réznymi systemami metrycznymi

Przedrostki w jednostkach metrycznych

Przeliczanie wartosci o r6znych przedrostkach z tego samego systemu metrycznego

Podobienstwo (skala, rézne rodzaje skal na mapie i planie)

Powierzchnie i przestrzenie (zasada + zmiana wiclkos$ci na ksero, formaty papieru, ktorg pizze¢ warto zamowic?,
dobor czasu w naswietlaniu zdjecia)

XIII. PRZYPADKI
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3.
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Przydatna jako podstawa dalszych dziatan kombinatoryka, czyli zliczanie z jakimi i z iloma przypadkami
mozemy mie¢ do czynienia

Prawdopodobienstwo — jakg mam szans¢ na osiggnigcie sukcesu (tj. ze szczescie bedzie mi sprzyjac)?
Podstawowe pojecia statystyczne (wartosci srednie)

Prezentacje danych (rézne rodzaje wykresow, grafy, tabele)

XIV. PRAWIDLA NATURY
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5.

Przechadzki wérdd liczb godnych uwagi

a) Pi(co kolem si¢ nie-toczy)

b) Podzial zloty i liczba @ (czyt.: fi)

¢) Procenty maksymalne, czyli liczba e
Posiadaja trzy katy, czyli... trojkaty

a) Perspektywa

b) Pod gorke i z gorki

c) Proporcje w trojkatach podobnych
Przeksztalcenia:

a) powickszenia,
b) pomniejszenia,

C) przesunigcia,

d) przekrecenia (czyli obroty),

e) przetozenia na drugg strong, czyli odbicia, czy symetrie (plus dopowiedzenie o figurach symetrycznych)
Pokrycia powierzchni (puzzle, dywany, mapy)
Pomniejszone powielenia, czyli fraktale

XV. POZA PRZYRODA (NATURA) — CZYLI MATEMATYKA DOMEM BEZ DRZWI, JAK I Z DRZWIAMI

L.
2.

POZNANIA
Poczatki matematyki i jaskinia Platona, czyli $wiat poza ziemska rzeczywisto$cia
Przypadki z nieskonczonoscig i o drzwiach w Krainie Matemagii

XVI. PRZYDATNOSC MATEMATYKI; PRZYKEADY ZASTOSOWAN MATEMATYKI; POTEGA

MATEMATYKI; PRZEOBFITY KIELICH DOBRODZIEJISTW MATEMATYKI; PRZEGLAD
POZOSTALYCH ZASTOSOWAN MATEMATYKI — BYS WIEDZIAL, ZE MATEMATYKA POTEGA
JEST! (nie mogtem sie zdecydowa¢ ktory daé tytut, wiec dalem wszystkie ©; wszystkie oczywiscie na ,,P”)

POSLOWIE



PORZADNY (MAM NADZIEJE), CHOC KROTKI WSTEP

Wigkszo$¢ z nas wspomina (czy — jesli jeste$ jeszcze uczniem — przezywa) matematyke z lat szkolnych niestety jako
przedmiot trudny, niezrozumiaty, nikomu do niczego niepotrzebny (takie swoiste ,,3 N”).

Jak si¢ jednak potem ,,na stare lata” okazuje, jest ona przydatna w zyciu kazdego cztowieka, i to na dwa sposoby:
e wyrabia w nas nawyki logicznego myslenia, kojarzenia faktow, wlasciwej analizy danych, wyciggania
wnioskow, ...,
e uposaza nas w podstawowe umiej¢tnos$ci matematyczne przydatne w zyciu codziennym.

Sa to zasoby, ktore powinien posiadac (tj. znac¢ i umiec¢) kazdy czlowiek — zardwno kazde dziecko, jak i kazdy
dorosty. Poniewaz jednak — jak dobrze o tym wiesz — nie zawsze tak jest, w zwigzku z powyzszym, przygotowalem
niniejszg ksigzke, by pomde tym, ktorzy sami widzg potrzebe nadrobienia brakéw w tym zakresie.

Caly material zostat tu zgromadzony w 16 rozdziatach, mieszczacych w sumie 56 paragrafow. Tytut kazdej z tych
czesci (rozdzialdw i paragrafow), jest na literg ,,P”, bo i w tej ksigzce wszystko jest podane na ,,P”’: porzadnie,
pigknie, przyzwoicie, przystepnie, przydatnie i praktycznie (przez te ,,P”” zapewne bedzie trudna do przettumaczenia,
ale dobry ttumacz na pewno sobie poradzi). Mysle, ze gdy teraz juz wiesz jaka jest to ksigzka — lepiej i tatwiej bedzie
Ci zglebia¢ zawarty w niej materiat.

Jako dorosty nie zdziw si¢ przy tym, gdy kiedy$ podbierze Ci ja Twoje dziecko — jemu tez si¢ ona przyda
w przerabianiu biezacego materiatu z zaje¢ w szkole.
Z kolei jako uczen — nie zdziw sig, gdy kiedy$ podbierze Ci jg Twoj rodzic. Skoro jemu si¢ ona przyda, tym bardziej

wiedz, ze trzeba pilnie uczy¢ si¢ w szkole matematyki, by nie mie¢ z niej potem brakow (co jest niedopuszczalne, bo
w zyciu na pewno Ci si¢ ona przyda).



PRELIMINARIA, CZYLI O CO CHODZI Z TA MATEMATYKA?!

1. Przyczyna napisania tej ksiazki... matematyka!

Ponizej najpierw napisze¢ Ci ,,czym jest i jak dziala matematyka”. Dzi¢ki temu zrozumiesz dlaczego naprawde
warto umie¢ matematyke, co z kolei da Ci porzadnego ,.kopa” do rzetelnego zaznajomienia si¢ z tg ksigzka.

Ot6z matematyka jest naukg (wielkie stowa!) o czyms$ czego nie ma (a to juz jest ,,zjazd na leb na szyj¢”). Bo czy
kto$ widziat kiedys$ liczbe, albo trojkat (figure bez grubosci)?!, bo ja (matematyk!) — bynajmniej nie!

To o co wlasciwie chodzi w tej matematyce i po co uczy¢ si¢ o czyms, czego nie ma?!

Ot6z matematyka za pomocg poje¢ abstrakcyjnych (wymyslonych, nie istniejgcych w rzeczywistosci) opisuje
obiekty abstrakcyjne (matematyczne), by za ich pomoca moc opisac otaczajacy nas $wiat. Trochg skomplikowane...?
— Niekoniecznie. Zobacz zresztg sam(a):

Podstawg opisu w matematyce sg liczby. Czym sg liczby? Mimo Ze jestem matematykiem — uwierz mi — nie wiem!
Co nadto, jak zyje w ogole nie widzialem Zadnej liczby. Kto$ powie: ,,Hola! A na przyklad 3 — czy to nie jest
liczba?”’. Odpowiem: nie — to jest cyfra, czyli znak graficzny shuzgcy do zapisu liczby. Ok, zatem moze 13 jest juz
liczba? Znowu nie! Jest zestawieniem dwoch cyfr (,,17 1 ,,3” w tej wlasnie kolejnosci), caty czas dajacym jedynie
zapis liczby 13. Odpowiesz: Ok, juz ,tapi¢”... Czym jednak jest liczba? No wilasnie matematyka tego nie definiuje
(4. nie okresla w Scisty sposob). Mamy w niej jedynie definicje (inaczej: $ciste okreslenia) konkretnych rodzajow
liczb (jak liczby parzyste, pierwsze, rzeczywiste, wymierne, dodatnie, nieujemne, naturalne, ...), ale definicji liczby
jako takiej nie ma! Powiesz: ,,A to dobre!”, a ja Ci w tym przytakne: ,,A to dobre!”.

Najbardziej podstawowy rodzaj liczb — to liczby naturalne. Matematycy formalnie je definiujg, ale ty zapewne masz
jedynie ,,mgliste” pojecie w ich zakresie w stosunku do tego co o nich wiedza matematycy. Nie wiesz co to 2, i nie
wiesz co to 3 (matematycy to wiedza!), ale wiesz, ze 2 jabtka i 3 jablka — to 5 jabtek; analogicznie wiesz, ze 2
gruszki 1 3 gruszki — to pie¢ gruszek; ze 2 ksiazki i 3 ksigzki — to 5 ksigzek; ... i w koncu uogdlniasz, ze 2 obiekty
danego typu i 3 obiekty tego samego typu, to pi¢¢ obiektow tego typu (i ze zawsze tak jest), w wyniku czego
mowisz, ze 2 i 3 — to razem 5. Tym samym ,wchodzisz” w matematyke... ,tylnimi drzwiami” (wszyscy
w dziecinstwie tak robimy) — tymi, ktorymi matematycy z niej wychodzg (dajgc wyniki swej pracy do dzialan
praktycznych), bo matematyk wie, ze 2 + 3 = 5 1 stad wnioskuje Zze — chociazby — 2 kredki i 3 kredki, to 5 kredek. Co
jednak jest najwazniejsze, to grunt, ze si¢ nie mylisz, i ze rzeczywisScie tak jest, jak to wywnioskowate$, ze 21 3 — to
zawsze 5, 1 to dowolnie co by$my nie sumowali, byle — za kazdym razem — to samo! (tj. do jablek dodajesz jabtka i
otrzymujesz pewna liczbe jablek, a do gruszek gruszki i otrzymujesz pewng liczbe gruszek).

Zyjacy w VI w. p.n.e. grecki filozof Pitagoras, powiedzial, ze Liczba jest istotq wszystkich rzeczy (jest podstawa
wszystkiego), a nawet, ze Liczby rzqdzq swiatem. Naucz sie rzqdzi¢ liczbg, a sam bedziesz rzqdzi¢ swiatem! (to
ostatnie stwierdzeni nie jest juz Pitagorasa, lecz moje ;) ).

Za pomocg liczb okreslasz dlugosé i szerokos$¢ stotu, o ktorym zaktadasz (przyblizasz), ze jest prostokatem (choc
idealnym prostokatem on nie jest — nie ma w $wiecie rzeczywistym idealnych obiektow). Za pomoca stosownego
wzoru liczysz powierzchni¢ tego prostokata (,,robigcego” za obraz stotu) i po dodatkowych obliczeniach (znowu
matematyka! — wykonujesz je na podstawie danych podanych na puszcze farby dotyczacych jej wydajnosci) — wiesz
juz ile puszek farby trzeba kupi¢, by starczylo Ci jej do pomalowanie stotu (a nie jakiego$§ abstrakcyjnego
prostokata!).

Jak wigc widzisz — obracaliSmy si¢ w $wiecie abstrakcyjnym (liczb, prostokatéw, rachunkow liczb), by w wyniku
tego uzyska¢ co$ praktycznego — pomalowany stot, bez wydatkowania zbednych pienigdzy na nadmiarowe puszki
farby.

Do tego osiggneliSmy to w sposob uproszczony (nie zwazaliSmy na jakie§ uszczerbki czy nierdwnos$ci stotu —
zakladaliSmy, Ze jest prostokatny), operujac na uproszczonym obiekcie (prostokgcie) i wykonujgc abstrakcyjne
operacje (obliczenia) na abstrakcyjnych obiektach (liczbach). Brzmi to moze troch¢ ,,masakrycznie”, ale wlasciwie
sprowadza si¢ do upraszczania zastane] sytuacji, nastepnie na przeksztalceniach dokonywanych na owym
uproszczeniu, 1 w koncu na zastosowaniu takiego wyniku w praktyce. Jak wigc widzisz — matematyka nie tylko



upraszcza zycie (moja definicja matematyki: matematyvka, to nauka o upraszczaniu), ale i — whasnie dzigki owemu

upraszczaniu — ma horrendalne zastosowania w praktyce. Na dobrg sprawe: gdzie si¢ nie obejrzysz — tam matematyka
(tez moje!; dodam Ze jest tak oczywiscie jedynie o tyle, o ile dobrze patrzysz).

Wilasnie! Matematycy — to specjalisci od patrzenia (znowu moje!): najpierw widza to co maja (jakie$ dane),
a nastgpnie wi(e)dza, co z tym zrobid, tj. jak te dane przetwarzaé, by w oparciu o nie otrzymaé pozadany wynik (to
si¢ wlasnie nazywa ,,robienie matematyki”).

Skad oni to wszystko wiedzg? Z nauki, praktyki, dos§wiadczenia, wyrobienia, umiejetnosci myslenia, ...

Ty tez mozesz by¢ matematykiem na miare swoich potrzeb! (kolejne moje hasto!) I to wlasnie w tym celu napisatem
te ksigzke! — by$ radzit sobie z matematyka i by ona byta Ci w zyciu jak najbardziej przydatna i przyjazna.

Obecnie, jak juz wiesz ,,co to jest matematyka”, na pewno latwiej bedzie Ci zrozumie¢ ,,dlaczego warto uczy¢ sie
matematyki?”. O tym wlasnie pisz¢ tu ponize;j.

11 listopada 2001 r. w tygodniku ,,Wprost”, ukazal si¢ tekst Krzysztofa Lozinskiego pt. ,,Lek na ignorancje;
Dlaczego maturzysci powinni zdawaé matematyke”, w ktorym czytamy:

Kilkanascie lat temu uczestniczytem w spotkaniu z kilkunastoma wyksztatconymi Chinczykami z Singapuru
i Hongkongu, kilkoma Hindusami, Japonczykami oraz kilkoma Polakami. Oczywiscie wszyscy rodacy
legitymowali si¢ wyzszym wyksztatceniem i uwazali si¢ za swiattych ludzi. W pewnym momencie jeden z nich
powiedzial: ,,Nigdy nie mogltem zrozumie¢ matematyki, ale na szczescie nie byta mi do niczego potrzebna”.
U Chinczykow, Hindusow i Japonczykow zdanie to wywolalo szok. Ludzie ci, a zwlaszcza Japonczycy,
uwazajq, ze przyznanie Si¢ do niemoznosci opanowania matematyki na poziomie szkolnym kompromituje
kazdego, kto chce uchodzic¢ za swiattego cztowieka.

Minister Krystyna tybacka tumaczyta tymczasem dziennikarzom, ze ,,wprowadzenie obowigzkowego
egzaminu z matematyki w szkole ponadgimnazjalnej skonczy sie katowaniem humanistow matematykq”.
Zacytowanie tej opinii przez prase amerykanskg grozitoby powstaniem nowych polish jokes [niewybredne
amerykanskie zarty o Polakach — W.L.]. Latwo sobie wyobrazi¢ na przykitad taki dowcip:

,»Co mowi Polak, kiedy nie umie obliczy¢ podatku VAT?”.
., Jestem humanistq” — tak brzmiataby prawidfowa odpowiedz.

Problem ujawniony przez minister edukacji jest znacznie powazniejszy niz tylko to, czy na maturze ma byc
egzamin z matematyki, czy nie. Konieczne jest radykalne przewartosciowanie pojec: ktos, kto nie moze
opanowac szkolnej matematyki, to nie humanista, lecz ignorant. [wyttuszczenie moje — W.L.]

Wbrew powszechnym wyobrazeniom matematyka w szkole nie stuzy jedynie do tego, bysmy nauczyli sie liczyc.
Gdyby tak bylo, wystarczyloby kupi¢ kazdemu kalkulator zamiast sterty podrecznikow. Matematyka uczy
logicznego myslenia i dyscypliny naukowej. (...) Usuniecie matematyki z egzaminu maturalnego jest wiec
uderzeniem w polskq gospodarke, uderzeniem w spoteczenstwo i jego przysztosc.

Tekst ten zawiera wiele watkow. Wsrdd nich przewija sig:
e tlumaczenie si¢ z nieznajomos$ci matematyki stowami ,,jestem humanista”, ktore Swiadczy o kompletnej
ignorancji wypowiadajgcej te stowa osoby,
e stwierdzenie, ze warto uczy¢ si¢ matematyki, gdyz nie do$¢, ze przydaje si¢ w rdoznych dziedzinach wiedzy, to
jeszcze odpowiednio rzezbi bruzdy w naszym mozgu.

Tak jak zapewne nie wyobrazasz sobie nieznajomosci jezyka ojczystego, czy co najmniej jednego z
mi¢dzynarodowych jezykdw obcych — tak samo, jak widzisz, trudno jest sobie wyobrazi¢ wyksztatlconym osobom
kogos, kto jest ignorantem matematycznym.

Przy tym, co tu bardzo wazne!, matematyka przydaje si¢ nie tylko matematykom (by gnebi¢ humanistow) czy
adeptom nauk Scistych czy technicznych, ale ma zastosowanie w KAZDEJ dziedzinie wiedzy. Pomysl sobie cho¢by o
lekarzu, ktory w ciggu dwudziestu minut wyraza si¢ o planowanym zabiegu, ze:

e wiqgze sie z ryzykiem jak jeden do miliona,
o jest w 99% bezpieczny,



o zazwyczaj przebiega bez komplikacji,

to na ile lekarz ten powinien by¢ wiarygodny dla pacjenta w podejmowaniu decyzji, jakie mogq zawazy¢ na jego
zdrowiu czy nawet Zyciu? A moze kolejnym krokiem bedzie zapisanie na recepcie 10% roztworu pewnego leku
zamiast 0,1%? Czy takie swiadectwo matematycznej ignorancji nalezy przyjgé jako norme? (tekst z artykutu Barbary
Cwikiet pt. ,,Czy warto zdawa¢ matematyke na maturze”)

Wtedy — niestety — jak najbardziej na miejscu jest nastepujacy zart:

Spotykajq sie dwaj kumple ze studiow. Jeden do drugiego: ,, Wiesz co Jasiu, jak sobie pomysle jaki ze mnie

’

inzynier, to si¢ k* boje is¢ do lekarza...’

Z kolei w oparciu o tekst rektora Politechniki Gdanskiej, prof. Janusza Rachonia, w ktérym wypowiada si¢ on
na temat ,,co daje matura z matematyki?” — stworzytem analogiczng wtasng list¢ 20 stwierdzen ,,co daje dobre
rozeznanie w zakresie matematyki?”’. Ot6z dobre rozeznanie w nakresie matematyki:

jest furtka do kariery zawodowe;j,

daje wigksze mozliwosci na znalezienie atrakcyjnej pracy,

decyduje w duzej mierze o przysztym sukcesie zawodowym,

decyduje o naszym by¢ albo nie by¢ na europejskim, a nawet Swiatowym rynku pracy,

daje przecigtnie wyzsze zarobki w przyszltym zyciu zawodowym,

Znaczgco zmniejsza szanse na zasilenie szeregéw bezrobotnych z wyzszym wyksztalceniem.,
zmniejsza grozbe przymusowej emigracji zarobkowej po skonczeniu studiow,

dowodzi rzeczywistej dojrzatosci w ksztattowaniu swojej przysztosci,

sprawia, ze studia techniczne sa w zasiegu naszych mozliwosci,
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. ulatwia studiowanie na kierunkach $cistych i technicznych,

—_
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. daje $wiadectwo analitycznego sposobu myslenia przydatnego wszg¢dzie, niezaleznie od rodzaju pracy,
. daje motywacje¢ do dalszej nauki samej matematyki,
. wyzwala od zahamowan w kontaktach z matematyka na co dzien,

—_—
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. pozwala lepiej radzi¢ sobie w zyciu codziennym,

—
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. dowodzi umiejetnosci logicznego rozumowania i jasnego formutowania mysl,
. chroni przed analfabetyzmem matematycznym,

—_—
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. nie pozwala na manipulowanie nami przez $rodki masowego przekazu i politykow,

—_—
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. daje poczucie bezpieczenstwa w obcowaniu z otaczajacym nas Swiatem liczb,
. daje trzezwe spojrzenie na wszechobecne dane statystyczne,

N —
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. pobudzajac do myslenia, wybudza z letargu intelektualnego.

Jak potezna i przydatna jest dla nas matematyka, mozemy tez zobaczy¢ po ponizszym fragmencie tekstu
Marka Legutko z Przegladu Tygodniowego z 7 kwietnia 1999 r., s. 20 (celem lepszej percepcji zmienitem jedynie
kolejno$¢ pojawiajgcych si¢ tam punktéw). Otd6z matematyka rozwija szczegolnie umiejetnosci:

1. klasyfikowania obiektow (przy formutowaniu definicji);

2. rozpoznawania, czy dany obiekt spetnia okreslone kryteria (przy postugiwaniu si¢ definicjami);

3. dostrzegania ogolnych prawidtowosci, podobienstw 1 analogii dotyczacych danych obiektow (przy
formutowaniu hipotez, wnioskdéw i ogdlnych zasad);

argumentowania, korzystajac z danych faktow (przy postugiwaniu si¢ twierdzeniami);

okres$lania instrukcji i krokéw postepowania;

wskazywania i uznawania konsekwencji przyjetych zalozen (przy logicznym wnioskowaniu);

N w ke

opisywania danych obiektow 1 procesOw za pomoca liczb, funkcji i1 figur geometrycznych (tzw.

matematyzowanie);

postegpowania wedtug danych regut;

9. korzystanie z danych ilosciowych i jakosciowych opisanych w roézny sposob (przy interpretacji danych
statystycznych);

10. postugiwania si¢ jezykiem w sposob jasny, zwigzly, wlasciwy dla danej sytuacji (matematyka sprzyja

ksztattowaniu szacunku dla jezyka).



W artykule Matura bez obowigzkowej matematyki? NIK. szkota zarzyna pasje, a nie uczy (zamieszczonym na
https://tvn24.pl/lodz/matematyka-nie-bedzie-obowiazkowa-na-maturze-nik-zglasza-taki-postulat-ra910848-2293613,
autor: bz/gp) czytamy:

Z faktami nie mozna dyskutowaé¢ — im lepiej w danym kraju ze znajomosciq matematyki, tym lepiej dla
gospodarki. I da sig¢ to policzy¢ na podstawie migdzynarodowych badan. ,, Podniesienie wskaznika wynikow z
testow PISA (Programu Miedzynarodowej Oceny Umiejetnosci Uczniow) w obszarze matematyki i nauk
scistych o 100 pkt przekiada si¢ na roczny wzrost PKB rzedu ok. 1,7 proc.” — czytamy w najnowszym raporcie
Najwyzszej Izby Kontroli.

Z kolei w ,,Gazecie Wyborczej” z 12-13 VI 2004 r., w artykule O czym nie mowi szkola (str. 19-20),
znajdziemy nastepujace ciekawe wypowiedzi nt. matematyki:

1) Prof. Lukasz Andrzej TURSKI:

Uwazam, ze kazdy powinien znaé¢ matematyke. Nieszczescia, ktore spotkaly cywilizacje, zwigzane byty z tym,
ze spoteczenstwa glupialy. I to glupialy na wiasne zyczenie, glownie dlatego, ze nie znaly matematyki.

2) Danuta ZAGRODZKA:

W czasach, w ktorych co pie¢ minut pojawiajq si¢ jakies nowe przedmioty czy nowe technologie, bez
matematyki i nauk scistych daleko nie zajdziemy. Zostaniemy w tyle, a Swiat bedzie nam dalej uciekad.

3) Prof. Wiktor OSIATYNSKI:

Jest dla mnie oczywiste, ze czltowiek, ktory konczy szkote, powinien mie¢ elementarne umiejetnosci logicznego
myslenia, wiedzy matematycznej i umiejetnos¢ postugiwania sie jezykiem matematycznym na niezbyt
skomplikowanym poziomie.

Mysle, ze dobrym podsumowaniem tych 3 wypowiedzi, jest ponizsza wypowiedz bylego ministra edukacji —
prof. Mirostawa Handke:

Matematyka jest piekna, tam jest czysta logika.
Nie ma ludzi, ktorzy nie sq matematycznie uzdolnieni, sq tylko ci, ktorzy mieli pecha i trafili na zlego nauczyciela lub
przespali czesé¢ lekcji.

Na koniec podam Ci jeszcze tekst, ktory — ze wzgledu na uzyty jezyk — mam nadziej¢ najbardziej powinien
trafic Ci do serca. Jest to wypowiedz Marka Piekarczyka (lidera heavy-metalowego zespotu TSA) z ,,Gazety
Wyborczej” z31 VIII -1 IX 1991 r.:

Ludzie! Najpigkniejsza rzecz na Swiecie to uczy¢ sie i poznawac swiat. Robcie wszystko, aby wam belfry tego
nie obrzydzity. Jak ktos przestanie si¢ uczy¢, poznawaé, to juz koniec, staros¢. Juz nic nowego nie zobaczy.
Nawet jak sie ma te gowniane trojki, nie przejmowac sie, robi¢ swoje, i kochac te matme niezaleznie od baby
ktora jej uczy i chee ci jg obrzydzic.

Po prostu — chciat nie chcial / jak by nie byto — ucz si¢ wiec matematyki!, bo na pewno bgdzie Ci ona w Zyciu
potrzebna. Na pewno nigdy nie pozatujesz wltozonego w to swego serca i wysitku.

2. PrzemySlenia na temat skad si¢ biora klopoty uczniow (i dorostych)
z matematyka, czyli diagnoza
Wiele (a nawet wigkszos$¢!) os6b ma klopoty z matematyka. Mowia, Ze jest ona trudna i ze sobie z nig nie radzg. Czy

rzeczywiscie matematyka jest trudna, czy tez tylko na taka wyglada? A moze sprawia trudnos$ci i dlatego uznawana
jest za trudng? A jezeli tak jest, to dlaczego tak jest?

Klopoty z matematyka dosi¢gajg uczniow podstawdwek, szkot srednich i branzowych, studentow, a nawet osoby
wyedukowane. Wigkszos$¢ osob narzeka na matematyke. Jawi si¢ im jako zmora, z ktora nie mogg da¢ sobie rady.

Wiele osob opanowanie matematyki uwaza za niemozliwe (w ich przypadku), a tych, ktorzy posiedli te sztuke
uwazaja oni za ,,mozgi”.



Czy rzeczywiscie tak jest? Czy to moze sa tylko mity? Mity tym grozniejsze, im bardziej pielegnowane (szef
propagandy hitlerowskiej — Goebbels — zwykl mawiac, ze klamstwo powtarzane 100 razy staje si¢ prawda).

Poszukajmy prawdziwych przyczyn i wlasciwego obrazu tego stanu rzeczy.

Moim zdaniem (nauczyciela matematyki) istnieje kilka przestanek, ktore legly u podstaw permanentnego stanu
braku umiejetnosci matematycznych. Zanalizujmy je po kolei:

pierwsze niepowodzenia,

nawarstwiajgce si¢ zalegtosci i ,,niedzwiedzia przystuga”,
abstrakcyjnos¢,

zty belfer,

lapsusy,

roztargnienie,

zniechecenie.

Nk W=

Ad 1. — pierwsze niepowodzenia

Matematyka nie jest — wbrew pozorom — nauka o liczeniu. Jest ona nauka o mysleniu. Zastanawiate$ si¢
kiedykolwiek nad tym? Moze tak... moze nie... Zobacz wigc teraz. Umiesz liczy¢, a mimo to z matematyka nie
dajesz sobie rady. Dlaczego? — bo ograniczale$ si¢ gtdwnie do liczenia i tak wlasnie byle§ zorientowany swa osoba
na matematyke. Tego Ci¢ nauczono w pierwszych klasach szkoly podstawowej, a potem postawiono to na gltowie,
gdyz zaczg¢to wymagac ,,czego$ wigcej”. Pogubile$ si¢ i teraz jesteS juz ,,pogubiony”. Jesli jeszcze to czytasz —
znaczy ze chcesz si¢ ,,odpogubi¢”. To bardzo dobrze rokuje... — przechodzimy wigc dale;j!

Ad 2. — nawarstwiajace si¢ zaleglosci i ,,niedzwiedzia przystuga”

By¢ moze pogubiles si¢ nawet wezesniej. Gdy nie uwazate$ na lekcji, gdy pani thumaczyla ile jest 2 razy 2 (i do
dzisiaj tego nie wiesz), to na pewno masz i klopoty z wiedzg na temat tego ile to jest 20 razy 20 (bo trzeba tu
wykorzysta¢ poprzednio nie-zdobytg wiedze).

Dalej, nie wiedzac ile to jest 20 razy 20 nie bedziesz mial pojecia ile to jest 20 do kwadratu. Po prostu gdy tak
nawarstwiajg si¢ Twoje zalegtosci — sam juz nie wierzysz w mozliwos¢ wyjscia z tego zaklgtego kregu niewiedzy!

Obecny system o$wiaty wymaga na nauczycielach promowanie uczniéw, bo inaczej (gdyby ich nie promowali)
pono¢ $wiadczyto by to na ich niekorzys¢, ze sa ztymi nauczycielami, bo w przeciwnym razie przeciez by nauczyli
ucznia! (jest to jednak niezmiernie chybione myslenie! — Zeby nauczyciel nauczyl ucznia, ten sam musi si¢ chcie¢
nauczy¢, bo jak si¢ uprze, to nauczyciel chocby ,,stawal na glowie” — i tak nie bedzie w stanie go nauczyc¢). Tego
typu retoryke czesto stosujg rodzice, czy dyrekcja szkoty, probujac nig wymusi¢ na nauczycielu zawyzenie oceny z
jedynki do pozytywnej. Nauczyciel uginajac si¢ — wyrzadza sobie, uczniowi, rodzicowi i szkole t¢ ,,niedzwiedzia
przystuge”, ktora bardzo szybko ,,0dbija si¢ czkawka” na kazdym z nich. Wszak jesli uczen nie poradzit sobie z
matematyka w jednej klasie — nie poradzi z nig sobie 1 w kolejnej, a wtedy przyjdzie kolejna niedzwiedzia przystuga
— przejdzie do kolejnej klasy, itd. Po drodze wszyscy bedg si¢ tu meczy¢ z uwagi na te nie(dz)wiedzg ucznia (on —
nie dajac sobie rady, rodzice i dyrekcja — walczac z nauczycielem, nauczyciel — bedac obiektem ataku ze strony
rodzicow i1 dyrekcji). Dodatkowo nauczyciel bedzie mial wyrzuty sumienia, a i uczen szybko spostrzeze ,,czy si¢
uczy czy tez nie — promocja nalezy si¢!” i w ogole nie begdzie si¢ uczy¢ matematyki. Catkiem bez sensu! Potem
przyjdzie matura — i oczywiscie uczen ja potozy. Wtedy dopiero na dobra sprawg wszyscy z tej ,,czworcy” (uczen,
dyrekcja, uczen i nauczyciel) bedg ubolewaé, ze dali si¢ wmanewrowaé w te¢ niezdrowa wieloletnig sytuacj¢. Nawet
do tego ten niezdrowy system si¢ ,,dostosowal” — wprowadzajac tzw. ,,minimum programowe” (bardzo zawe¢zony
material nauczania) i dajac zaliczenie matury na poziomie jedynie 30 % (co jest dla mnie niezmiernie Zzenujacym
poziomem wiedzy).

Ad 3. — abstrakcyjnos¢

Matematyka operuje na tworach abstrakcyjnych. Ktdz z nas widzial kiedykolwiek trojkat? Ja owszem — drogowy czy
matzenski — TAK. Jednak matematycznego — NIE. Matematyczny trojkat, to figura geometryczna ptaska, a wigc bez
grubosci (a jak mozna zobaczy¢ co$, co nie ma grubo$ci?). Mozna jednak go sobie wyobrazi¢, a nawet narysowac —
wykona¢ jego obraz. A Widzie¢ (celowo przez DUZE ,,W”), to juz naprawde wiecej niz potowa sukcesu!



Ad 4. — zly belfer

Jesli kiedykolwiek w swej edukacji matematycznej trafiles na zlego belfra — to Ci wspolczuje. Do matematyki nie

moze by¢ dobry, czy nawet bardzo dobry belfer. On MUSI BYC WYSMIENITY! Jesli ma Cie nauczyé mysleé w

operowaniu na czyms$ czego w zyciu nie widziale§ na oczy (i nigdy nie zobaczysz!) 1 jeszcze wskazaé pozytki

ptynace z takich operacji, to aby Cie nie zniecheci¢ do matmy, ON po prostu MUSI BYC WYSMIENITY! A

wys$mienity belfer — to taki, ktory:

e jest wySmienitym teoretykiem — zna si¢ na wykltadanej przez siebie dziedzinie wiedzy,

e jest wySmienitym dydaktykiem / metodykiem — umie Ci przekazac t¢ swoja wiedzg w zrozumiaty DLA CIEBIE
sposob,

e jest wySmienitym pedagogiem — ma wiasciwy stosunek DO CIEBIE, poprzez co i ty mozesz mie¢ wlasciwy
stosunek do niego i (co za tym idzie) do wyktadanego przez niego przedmiotu (bo to si¢ tak wlasnie przektada),

e ado tego jeszcze jest pasjonatem (to chyba w tym wszystkim jest najwazniejsze), bo tylko pasjonaci sg w stanie
nauczy¢ matematyki (wszak ,.,tylko ten co ‘ptonie’ jest w stanie ‘zapala¢’ innych”).

AD 5.1 6. — lapsusy i roztargnienie

Lapsus — jest to najczestszy typ bledow! Lapsus jest to bowiem btad przez nieuwage (a wiadomo, ze trudno jest
skupi¢ uwage na czyms tak abstrakcyjnym, jak matematyka). Lapsus, to tzw. ,,glupi blgd” — ot, chociazby 2 + 3 = 6.
Tak napisale$ i piszac to byles ,,Swigcie” o tym przekonany. Jednak gdy otrzymate$ z powrotem klasowke — zapewne
chwycites si¢ za glowe i1 zapytales si¢ sam siebie: jak to mozliwe? Jak JA mogtem popehic taki ghupi btad?! Przeciez
to niemozliwe! A jednak...

A wigc jak to mozliwe? Skoro ghupi btad (jakim jest lapsus) jest bledem popetionym przez nieuwage — zatem aby
si¢ go wystrzec musisz po prostu wigcej uwazac jak co$ robisz. Nie i8¢ na skroty, nie robi¢ za jednym razem kilku
krokow (bo nie jeste$ w stanie tak si¢ skupi¢ — szczegoélnie bedac zdenerwowanym pisaniem klasowki — by nie
popeli¢ w pamieci btedu rachunkowego), nie robi¢ czegokolwiek mechanicznie na pamigé (wystarczy ze w
trojkacie prostokatnym o bokach dtugosci a, b i ¢, przeciwprostokatny byt bok o dlugosci b, a juz a* + b> wcale nie
bedzie rowne c*!).

Ad 7. — zniechgcenie

Jesli az tyle pulapek na Ciebie czyha — nic dziwnego ze czgsto bladzisz na gruncie matematyki. To z kolei

doprowadza ci¢ do zniech¢cenia i wypowiadasz (sam przed sobg glupio si¢ thumaczgc) nastgpujace mysli:

e po co mi matma? — do niczego mi si¢ w zyciu nie przyda! (nie muszg si¢ wigc jej uczyé, a jesli musze jg umieé,
to tylko tyle, by moc przej$¢ do nastgpnej klasy),

e jestem cienias z matmy i trudno. Nie jestem si¢ w stanie jej nauczy¢, wigc niech nikt mi nie mowi, ze jest
inaczej,

e nawet probujesz zaprzegna¢ do swej teorii znanych matematykow: ,,Pitagoras twierdzi ze matema $mierdzi, a
Tales dowodzi Ze to nic nie szkodzi” ;)
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Jeste$ wiec w zakletym krggu wlasnej niemocy, ktorym jeszcze bardziej si¢ obmurowujesz! Bez sensu...

O tym, ze moje powyzsze wnioski sg jak najbardziej stuszne, $wiadczy m.in. ponizszy tekst. Otéz w
cytowanym juz wczesniej artykule Matura bez obowigzkowej matematyki? NIK: szkola zarzyna pasje, a nie uczy
(zamieszczonym na https://tvn24.pl/lodz/matematyka-nie-bedzie-obowiazkowa-na-maturze-nik-zglasza-taki-
postulat-ra910848-2293613, autor: bz/gp) czytamy rowniez m.in.:

Potowa przedszkolakow fascynuje si¢ matematykq. Potem — w szkole — uczq si¢ jej nienawidzic. Tyle wynika z
najnowszego raportu NIK, (...) przynajmniej na razie — nie umiemy jej uczyc. (...)

Matematyke, na etapie przedszkolnym, lubi co drugie dziecko. Co czwarte — jak wynika z opinii prof. Edyty
Gruszczyk-Kolczynskiej z Akademii Pedagogiki Specjalnej — jest wyjgtkowo uzdolnione do nauki ,, krolowej
nauk”.

Co dzieje si¢ potem, w szkole? Stopniowe zarzynanie pasji i uzdolnien.

— Po kilku latach edukacji tylko dwoje, troje starszych uczniow w klasie wykazuje sie uzdolnieniami
matematycznymi — twierdzi prof. Gruszczyk-Kolczynska cytowana przez NIK.

Izba podkresia, ze z matmgq jest u nas coraz gorzej. Wyniki testow PISA wskazujg, ze w 2012 roku przecietny
uczen radzil sobie lepiej niz jego rowiesnik w 2015 roku. (...)

Zdaniem Izby, za marnotrawienie talentow mitodych Polakow odpowiada szkota. A raczej fakt, co z uczniem
dzieje si¢ juz w pierwszych trzech klasach, gdzie realizowane jest nauczanie poczgtkowe.

W jego trakcie — jak twierdzi cytowana w raporcie prof. Edyta Gruszczyk-Kolczynska — nauczyciele skracajg
czas poswigcony matematyce na rzecz innych zajec.

— Skracany jest czas przeznaczony na ksztattowanie zapisow pojeé i umiejetnosci matematycznych — twierdzi
prof- Gruszczyk-Kolczynska.
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Do czwartej klasy uczen wchodzi juz ze znacznymi brakami. I pojeciami nauczonymi po tebkach. Okazuje sie,
Ze nie jest przygotowany do mierzenia sig z tym, co przewiduje dla niego program nauczania.

— Narastajgce zaleglosci zastepujq poczqtkowq fascynacje dziecka szkolq i stopniowo przeradzajg si¢ w
niezadowolenie, rozczarowanie, frustracje — twierdzi prof. Malgorzata Makiewicz z Zakladu Dydaktyki
Matematyki na Uniwersytecie Szczecinskim. (...)

Pozniej nie jest lepiej. Nauczyciele realizujg program tak, zeby sie wyrobi¢ w zadanym czasie. Tyle ze po
drodze tracq to, co najwazniejsze — czyli zrozumienie u swoich uczniow.

Az 57 proc. dzieci przepytanych przez NIK zalilo sig, Ze tempo pracy na lekcji jest nieodpowiednie. A swojq
drogg, sam sposob prowadzenia zajec jest — zdaniem NIK — mocno kontrowersyjny.

3. Praktyczne metody poradzenia sobie z matematyka, czyli remedium

Aby — ze tak to ujm¢ — poradzi¢ sobie z matematyka, wystarczy po prostu zaradzi¢ podanym w poprzednim
paragrafie powodom ich powstania. Uwazam, ze jest to prosta, podana ,,w Zoierskich stowach” odpowiedz na
postawione w tym paragrafie zagadnienie.

To jednak nie jest wszystko. Nie wystarczy bowiem dawa¢ rad ,,rozumowi” — potrzebne s3 i ,,sercu”. To wtasnie
uczyni¢ ponizej.

Najpierw napisz¢ Ci dlaczego matematyka jest nauka prosta, latwa i przyjemna:
e nie trzeba si¢ duzo uczy¢ (wystarczy si¢ jej dobrze uczyc!),
e niezbg¢dnej wiedzy jest niewiele,
e wystarczy si¢ ¢wiczy¢ w umiejetnosciach (matematycznych),
o wtedy wystarczy myslec.

Przyznajesz, ze rozumowanie jest jak najbardziej logiczne, lecz twierdzisz zapewne ze zasadza si¢ na blednych
przestankach: jak to bowiem mozliwe, aby matematyka byta prosta, jesli ja — przecigtnie zdolny — najnormalniej w
Swiecie sobie z nig nie radze?! — Moze po prostu przyktadasz do niej nie t¢ miar¢? Myslisz ze jest trudna i TYLKO
DLATEGQO jest ona dla Ciebie trudna. ,,Nie oswoite$ jej”. Pora wigc to zmieni¢. Zmien swe nastawienie. Tylko jak?

Po prostu trzeba si¢ przetamac. Pomysl, ze wcale nie jest ona taka trudna, jak Ci si¢ to dotychczas wydawalo. Niech

zawladnie Tobg che¢ przezwycigzenia trudnos$ci. Pracuj systematycznie i wytrwale. Sprobuj zobaczy¢ w matematyce

co$ ciekawego (na dobry poczatek). Rozkoszuj si¢ tym — sam 1 w towarzystwie chwalac si¢ przed najblizszymi:

e 7¢ dotychczas matematyka byta dla Ciebie zmorg, a Ty wlasnie zauwazyle§ w niej cos$ ciekawego i to Cig
wciggneto,

o 7e myslisz, ze jeszcze jest wiele przed Tobg do odkrycia na gruncie matematyki i ze sgdzisz, ze nicbawem
zdobedziesz nowe jej ,,lady”.

Zobaczysz, ze Twoi bliscy na pewno beda trzyma¢ z Tobg w Twej drodze do pelnego opanowania matematyki. Beda
Ci¢ nawet uwazac za geniusza, bo:

e sami o matematyce bedg nadal mysle¢ tak jak Ty myslate$ o niej dotychczas,

e 0 Tobie beda mie¢ jeszcze wigksze mniemanie jako o tym, ktory pokonat szerokg i gteboka przepasc.

Powodzenia!
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Il. PODSTAWY MATEMATYKI

1. Principia, czyli logiczne podstawy matematyKki

Pytasz: Po co logika?, przeciez umiem mysle¢ logicznie! To prawda — kazdy mumie mysle¢, tylko — w takim razie —
dlaczego kazdy mysli inaczej: dlaczego jedni mysla, Ze istnieje Bog, a inni — Ze nie; dlaczego podczas wyborow
jedni wybierajg jedne ugrupowania, a inni — drugie; dlaczego jedni twierdza, ze 2+2=4, ainni —ze 5; ...

Powiem Ci uczciwie — bo tak wierza, bo takie maja przekonania, bo si¢ myla, ...

W logice — odpowiednio — nie wazna jest wiara, przekonania, czy ze kto$ tak (btednie) mys$li. Tu wazne jest
poprawne myslenie. A po to, aby rzeczywiscie bylo ono poprawne — zostato sformalizowane.

Przejdzmy wigc do logiki!

Zdaniem w sensie logicznym nazywamy takie zdanie jezyka naturalnego, o ktorym mozemy orzec, czy jest
prawdziwe czy tez nie (tj. — w tym przypadku — ze jest falszywe). Tego typu zdaniami mogg by¢ tyko zdania
orzekajace (a wigc zdania twierdzace i przeczace). Zdaniami tego typu nie sg pytania, czy polecania.

Zwykle jestesmy w stanie orzec, czy jakie$§ zdanie proste jezyka naturalnego jest prawdziwe czy tez nie. Bardziej
ztozona sprawa jest ze zdaniami ztozonymi. — tu wtasnie wchodzi 6w formalizm.

W jego ramach:

1) zdania proste bedziemy oznacza¢ symbolami: p, ¢, 7, ... — s3 to tzw. zmienne zdaniowe,

2) kazde z tych zdan moze by¢ prawdziwe — wtedy przyjmie warto$¢ logiczng 1, lub falszywe — wtedy bedzie miato
warto$¢ logiczna 0.
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Z danych zdan mozemy tworzy¢ nowe zdania za pomocg stOw czy zwrotow:

‘ Jego Uzyty spdjnik logiczny
LP ijte stowa Posta¢ zdania zapis Jego nazwa Jego
zZwroty formalny postaé Jego nazwa

1 i pigq pAq koniunkcja A spojnik logiczny koniunkcji

2 lub plubg pVyq alternatywa \% spojnik logiczny alternatywy
3 jesli ..., to Jesli p to g p—q implikacja — spojnik logiczny implikacji

4 W\iiifl; ;}gl;o P V‘:;le;;,gl(glgo peq ;2‘;?3;6 — spojnik logiczny rownowaznosci
5 nie nie p ~p negacja ~ spojnik logiczny negacji

Pierwsze 4 spojniki sg dwuargumentowe — pozwalajg utworzy¢ z dwu zdan nowe zdanie, a piaty (negacji) — jest
jednoargumentowy, tzn. pozwala z jednego zdania utworzy¢ jedno zdanie.

W ten sposob mozemy tworzy¢ zdania jeszcze bardziej ztozone, np. postaci: (p A g) — (p V q).

Aby moc orzec jaka majg warto$¢ logiczng (,,prawda” czy ,,falsz’) — najpierw musimy wiedzie¢ jaka wartos$¢
logiczng majg zdania poszczegdlnych pigciu kategorii z powyzszej tabeli, w zaleznosci od tego jaka jest warto$¢
logiczna zdan p 1 g. W zwiazku z tym ponizej rozpatrzymy je po kolei.

NEGACJA - zdanie tworzone za pomocg jednoargumentowego spdjnika logicznego negacji

Zaprzeczeniem, czyli negacja, zdania p jest zdanie nieprawda, zZe p, co zapisujemy ~p. Zdanie ~p nazywamy negacja
zdania p. Negacja zdania prawdziwego jest zdaniem falszywym, a negacja zdania falszywego jest zdaniem
prawdziwym. W skrocie ujmuje to ponizsza tabela:

p | ~P

1 0 | —negacjg prawdy jest fatsz

0 1 | —negacjg fatszu jest prawda

Prawa logiki zwiazane z negacja:
1. Z dwoch zdan p i ~p jedno musi by¢ falszywe. Jest to prawo sprzecznosci. Jego symboliczny zapis:

~(p A ~p) — 0znacza on, ze nie moze by¢ tak, by rownoczesnie zaszly zdania p i ~p, co jest wlasnie rownowazne
pierwszemu (podkreslonemu) zdaniu z tego punktu
2. Z dwéch zdan p i ~p jedno musi byé prawdziwe. Jest to prawo wylaczonego Srodka. Jego symboliczny zapis:

p Vv ~p.

Z tych praw wynika, ze: z dwoch zdan p i ~p zawsze jedno jest prawdziwe, a drugie falszywe.

Zdanie ~(~p) ma t¢ sama warto$¢ logiczng co zdanie p. Jest to prawo podwdéjnego przeczenia (czy rOwnowaznie:
podwdjnej negacji). Jego symboliczny zapis: ~(~p) — p. Przyklad zastosowania tego prawa: Nieprawda, ze nie
zjem oznacza, ze zjem.

UWAGA! Gdy matematyk uzywa okreslenia ,,wtedy i tylko wtedy gdy” — znaczy to: ,,w tych wszystkich
sytuacjach i w zadnej innej”. Zwrotu tego bedziemy uzywac chociazby przy omawianiu czterech kolejnych
rodzajow logicznych zdan ztozonych.
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Zdania tworzone za pomoca dwuargumentowych spojnikow logicznych:

ALTERNATYWA

Zdanie p v ¢ nazywamy alternatywa p i ¢, a zdania p, ¢ nazywamy sktadnikami tej alternatywy. Alternatywa jest
prawdziwa wtedy i tylko wtedy gdy co najmniej jeden jej skladnik jest prawdziwy. Rownowaznie mozna
powiedzie¢: Alternatywa jest falszywa wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie jej sktadniki sg falszywe. Sytuacje te
przedstawia ponizsza tabela:

P |49 | PVY
1 1 1
1 0 )
0 |1 )
0 |0 0

Zachodzi nastepujace prawo przemiennosci alternatywy: (p vq) <> (q vp)
KONIUNKCJA

Zdanie p A g nazywamy koniunkcjg (lub iloczynem logicznym) zdan p i ¢, a zdania p i ¢ czynnikami tej koniunkc;ji.
Koniunkcja p A ¢ jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy gdy obydwa jej czynniki sg zdaniami
prawdziwymi. Ro6wnowaznie mozna powiedzie¢, ze koniunkcja jest falszywa wtedy i tylko wtedy gdy co najmnie;j
jeden z czynnikow jest zdaniem fatszywym. Sytuacje t¢ przedstawia ponizsza tabela:

P |49 | PrY
1 |1 )
1 |0 0
0 |1 0
0 |0 0

Zachodzi nast¢pujace prawo przemiennosci koniunkcji: (p A q) <> (g Ap)

IMPLIKACJA

Zdanie ztozone, ktoére otrzymujemy po potaczeniu dwoch zdan stowami: jesli ..., to ..., nazywamy implikacja
1 zapisujemy symbolicznie p — g. Zdanie p to poprzednik implikacji, a zdanie ¢ to jej nastepnik.

W jezyku potocznym zdanie jezeli p, to ¢ rozumiemy w ten sposob, ze g daje si¢ wywnioskowa¢ z p. W sensie
matematycznym implikacja p — ¢, ktorej poprzedni p i nast¢pnik ¢ sg zdaniami falszywymi jest uznawana za
prawdziwg. Implikacja p — ¢, ktorej zar6wno poprzednik p jaki i nastepnik g sg zdaniami prawdziwymi, jest
zdaniem prawdziwym. Zdaniem prawdziwym jest tez implikacja o poprzedniku falszywym i nastepniku
prawdziwym. Jedynie przypadek, w ktorym poprzednik implikacji jest zdaniem prawdziwym, a nastepnik zdaniem
falszywym prowadzi nas do zdania fatszywego. Lacznie sytuacje te przedstawia ponizsza tabela:

P |49 | P49
1 1 1
1 0 0
0 |1 )
0 |0 )

Implikacja p — ¢ jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy jej poprzednik (p) jest prawdziwy, a nastepnik (g) jest
fatszywy. Rownowaznie mozemy powiedziec, ze tylko w pozostalych przypadkach implikacje jest prawdziwa.
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Prawa zwiazane z implikacja:

p=2p

Prawo tozsamosci — z dowolnego zdania wynika ono samo

(p —>~p) >~

Pierwsze prawo redukcji do absurdu — jesli z jakiego$ zdania mozna
wyprowadzi¢ jego negacjg, to znaczy, ze jest ono falszywe

(p >q) A(p >~q) >~p

Drugie prawo redukcji do absurdu — jesli z jakiego$ zdania mozna
wyprowadzi¢ dwa zdania wzajemnie sprzeczne, to znaczy, ze to zdanie
jest falszywe

((p >q) np) >¢q

Modus ponendo ponens (z taciny: sposob przez potwierdzenie
potwierdzajacy) — z zachodzenia implikacji i jej poprzednika
otrzymujemy zachodzenie jej nastgpnika (jest to jeden z najczgsciej
stosowanych sposobow wnioskowania); przyktad uzycia: Jesli dzisiaj
Jest poniedzialek, to jutro bedzie wtorek; a dzisiaj jest poniedzialek;
zatem jutro bedzie wtorek.

((p >9) r~q) >~p

Modus tollendo tollens (z taciny: sposob przez zaprzeczenie
zaprzeczajacy) — z zachodzenia implikacji i niezachodzenia jej
nastgpnika wnioskujemy niezachodzenie jej poprzednika; przyktad
uzycia: jesli pada deszcz, to robi sie mokro, ale nie robi sie mokro,
zatem nie pada deszcz.

(b va) An~p) =q

Modus tollendo ponens (z taciny: sposob przez zaprzeczenie
potwierdzajacy) — jesli z dwu zdan co najmniej jedno jest prawdziwe, a
wiemy ze pierwsze z nich jest falszywe — to wtedy drugie musi by¢
prawdziwe; przyklad uzycia: mam cukierka w prawej lub w lewej rece,
ale w prawej rece go nie mam — zatem mam go w lewej rece

((~p v~q) Ap) >~q

Modus ponendo tollens (z taciny: sposob przez potwierdzenie
zaprzeczajacy) — jesli co najmniej jedno z dwdch zdan nie zachodzi, ale
pierwsze z nich jednak zachodzi — to wtedy to drugie musi nie zachodzi¢;
przyktad uzycia: nie mam samochodu czerwonego albo zielonego, ale
czerwony mam — zatem nie mam zielonego

(b =) ~(q—=>1) =@ —>1)

Koniunkeyjny sylogizm hipotetyczny — jest to swoiste prawo
przechodniosci, ktore mowi, ze: jesli z pierwszego zdania mozna
wyprowadzi¢ drugie, a z tego drugiego trzecie — to w konsekwencji
mozna powiedzie¢, ze z tego pierwszego zdania mozna wyprowadzi¢
owe trzecie; przyktad uzycia: jesli duzo pracuje, to jestem zmeczony;,
gdy jestem zmeczony, to nie chce mi sig jes¢; zatem gdy duzo pracuje, to
nie chce mi sig jesc.

ROWNOWAZNOSC

Zdanie postaci: p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nazywamy rownowaznoscig i symbolicznie zapisujemy: p <> ¢. Zdania p
i ¢ nazywamy jej cztonami. Rownowazno$¢ p <> ¢ jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy oba jej
czlony majg t¢ sama warto$¢ logiczng, a wigec gdy sg jednocze$nie zdaniami prawdziwymi lub jednoczesnie
fatszywymi. Rownowaznie mozemy powiedzie¢, ze rownowazno$¢ jest zdaniem falszywym wtedy i tylko wtedy,
gdy jej czlony maja rozng warto$¢ logiczng (a wigc jeden z nich jest zdaniami prawdziwym, a drugi falszywym).

Sytuacje¢ te przedstawia ponizsza tabela:
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P |19 | pq
1 1 1
1 0 0
0 |1 0
0 |0 1

Prawa zwigzane z réwnowaznoscia:

(r >q) <> (~q >~p)

Prawo transpozycji prostej — implikacja jest rownowazna implikacji
w drugg strong ale z zanegowanymi stronami; przyktad uzycia: zdanie
‘Jesli jest wigczony wentylator, to jest mi przyjemnie’ jest rownowazne
zdaniu ‘jeSli nie jest mi przyjemnie, to na pewno nie jest wigczony
wentylator’ (bo w przeciwnym razie bytoby mi przyjemnie!)

~prq) < (~p Vv~q)

Prawo de Morgana dla koniunkcji — negacja koniunkcji jest
roOwnowazna alternatywie negacji; przyklad uzycia: stwierdzenie ‘nie
jest prawdg, jakobym mial zarowno dlugopis jak i olowek’ jest
rownowazne stwierdzeniu ‘nie mam otowka lub nie mam dtugopisu’

~(p vq) < (~pAr~q)

Prawo de Morgana dla alternatywy — negacja alternatywy jest
koniunkcja negacji; przyktad uzycia: sprzedawczyni w sklepie na moje
pytanie ‘czy jest masto lub margaryna?’, odpowiedziata mi: ‘nie, to
znaczy nie mamy ani masta, ani margaryny!’

~(p =>q) <P 1r~q)

Prawo zaprzeczenia implikacji — negacja implikacji jest koniunkcja
jej poprzednika i negacji jej nastepnika; przyktad uzycia: trener
sktamat mowigc zawodnikom, ze jesli wygrajg mecz, to zabierze ich na
wycieczke: wygrali mecz, a mimo to nie zabraf ich na obiecang
wycieczke!

(r =>q9) <~ Ar~q)

Pierwsze prawo zastepowania implikacji — implikacja jest
rownowazna negacji koniunkcji jej poprzednika i negacji jej
nastepnika; przyktad uzycia: trener obiecat zawodnikom, Ze jesli
wygrajq mecz, to zabierze ich na wycieczke. Oznacza to, ze nie moze
by¢ tak, by wygrali oni mecz, a on nie zabrat ich na te wycieczke!

(r —>q9) <(pVvyg

Drugie prawo zastepowania implikacji — implikacja jest rtOwnowazna
alternatywie negacji jej poprzednika i jej nastepnika; przyktad uzycia:
stwierdzenie jesli zjem obiad, to bede najedzony’ jest rownowazne
stwierdzeniu ‘nie zjem obiadu lub bede najedzony’

(r <>q) < (p >9) »(q—>p)

Prawo zastepowania rownowazno§ci — rownowaznos¢ jest
rownowazna zachodzeniu implikacji w obydwie jej strony; przyktad
uzycia: stwierdzeni, ze ,, kwadrat to prostokqt o rownych bokach” — to
to samo co powiedziec, ze ‘kwadrat jest prostokgtem o rownych
bokach’ i rownoczesnie, ze ‘prostokgt o rownych bokach jest
kwadratem’

Na zakonczenie podam tu, jaka jest kolejnos¢ wykonywania dziatan logicznych: ~, A, v, —, <>.

Tak wigc np. formule p — ~g v r ¢» g A ~p rozumiemy w nastepujacy sposob: [p — ((~q) vr)] <> (g A (~p)) .
Jak by$my chcieli nada¢ jej inne znaczenie — powinniSmy uzy¢ nawiasow, np. w nastepujacy sposob:

p>(~qVvr<>qA~p).
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2. Parametryzacja obiektow (czyli ich opis za pomoca przystugujacych im
wlasnosci)

Za pomocg parametrow opisuje si¢ obiekty (pojecie ,,parametr” w matematyce ma tez inne znaczenie — zapoznam
Ci¢ z nim w 1. paragrafie VI rozdziatu). Na przyktad chcgc kupi¢ nowy telefon zwracasz uwage na jego parametry:
wielko$¢ 1 rozdzielczo$¢ ekranu, dostgpne pamiegci (operacyjng i na pliki), liczbe i jako$¢ aparatow, posiadane
czujniki, dostepno$¢ roznych funkcji, ... A co bedzie, jak kilka telefonéw bedzie spelnia¢ wszystkie Twoje
wymagania? — Wowczas bedziesz zwraca¢ uwage na inne, wczesniej nie brane pod uwage parametry (np. ceng,
jasno$¢ ekranu, marke) — i tak dtugo bedziesz je dobiera¢, dopoki nie zostanie Ci jeden — najlepszy dla ciebie —
model.

W ten wiasnie sposob rozrozniamy migdzy sobg obiekty — za pomoca przystugujacych im wiasno$ci. Oczywiscie
tych wlasnosci musi by¢ wystarczajagco duzo, by zadne 2 obiekty nie byly tak samo opisane (czyli byty
nierozrdznialne).

Przewaznie jednak w ten sposob nie definiujemy KONKRETNEGO obiektu, lecz pewna klas¢ obiektow. Tak byto
wlasnie w wyzej opisanym przypadku telefonu — wybrates konkretny MODEL telefonu (a kupite$ 1 egzemplarz tego
wlasnie modelu). Tak jest i w przypadku takich pojeé¢ (kategorii) jak np. drzewo, sosna, czy trojkat. Dobor takich
wlasnosci, w miar¢ mozliwosci prostych i w jak najmniejszej liczbie, nazywamy definicja.

Tak np. trojkat — to ,,wielokat o 3 bokach”. — Zobacz jak banalnie prosto matematyka definiuje oboekty!

3. Pojecia (definicje), prawa (twierdzenia), prawidla (wzory, zasady,
metody) i przepisy postepowania (algorytmy i procedury)

Gdy chodzites do szkoty, to to, co nalezato si¢ ,,wyku¢” z matematyki, nazywato si¢ ,,regutka”.
Pod okresleniem tym kryty sig:

1. tak definicje — w matematyce zdania wprowadzajace dane pojecie (poza matematyka — rowniez okreslajace co
dane pojgcie znaczy — np. w stowniku jezyka polskiego),
2. jaki twierdzenia — zdania ustalajace zalezno$ci mig¢dzy poszczegdlnymi obiektami,
3. czytez:
e wzory — symboliczne okreslenia zaleznos$ci migdzy zmiennymi,
e zasady — ogdlne sposoby prawidlowego postgpowania,
e metody — sposoby postgpowania celem osiggni¢cia zamierzonego celu.

Ponizej po kolei szerzej Ci je omowig.
Ad1

Nawigzujac do ostatniego akapitu z poprzedniego paragrafu, pomySlmy najpierw czym sa definicje. Otoz sg to
okreslenia albo wprowadzajace jakie§ pojecia (tak robig naukowcy) albo skrotowo opisujace juz funkcjonujace
pojecia (tak czyni matka wyjasniajaca dziecku znaczenie stow, ale i takie okreslenia znajdziesz tez w stowniku

jezyka polskiego — z tym podejsciem miate$ do czynienia w szkole).

Definicje budowane sg zwykle wedlug schematu: X jest to Y (np.: ,,trojkat jest to wielokat o 3 bokach”). Zauwaz, ze

taka definicja jest niesamowicie prosta i jednoznaczna (taka zresztg jest tez matematyka, a sam w_stu procentach
przekonasz si¢ o tym po przeczytaniu tej ksigzki).

Co oznacza, ze przytoczona powyzej definicja jest jednoznaczna? — W oparciu o nig zawsze mozemy powiedziec,
czy dany (przedstawiony nam obiekt) jest trojkatem, czy tez nie.

W definicji takiej, jej czton Y nazywamy definiens (= czton definiujacy, z aciny), a czton X — definiendum (= czton
definiowany, rowniez z laciny).

Dobrze (tj. poprawnie) zbudowana definicja musi by¢ ADEKWATNA, tj. zakres pojeciowy definiendum musi
pokrywac si¢ z zakresem pojeciowym definiens.
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Moga zdarzy¢ sie nastepujace sytuacje:

1) definiens 2) definiendum  3)
definiendum definiens definiens definiendum
definicja za szeroka definicja za waska definicja czgsciowo adekwatna
4) 5)
definiens definiendum definiens = definiendum
definicja nicadekwatna definicja adekwatna (poprawna)

Przyklady definicji trojkata:

1) trojkat — to dowolny wielokat o nie wigcej niz 4 bokach (za szeroka — bo oprocz trojkatow obejmuje tez
czworokaty);

2) trojkat — to dowolny wielokat o trzech bokach rownej dlugosci (za waska, bo obejmuje tylko trojkaty
rownoboczne, pomijajac pozostate);

3) trojkat — to dowolny wielokat o rownych bokach — z jednej strony za waska (z trojkatow obejmuje jedynie
rownoboczne), a z drugiej za szeroka (poza trojkatami sg tam i inne wielokaty o rownych bokach), a wigc
cze$ciowo adekwatna;

4) trojkat — to dowolny czworokat (te dwa pojecia kompletnie si¢ rozchodzg) — nieadekwatna;

5) trojkat — to wielokat o 3 bokach — adekwatna.

Tylko sytuacja 5. jest poprawna. Sposrod sytuacji niepoprawnych (1. — 4.) najczgsciej wystepuja sytuacje 1. — 3.

ZADANIA:
1) Sprobuj poprawnie zdefiniowaé kilka przedmiotéw z Twego otoczenia: zab, krzesto, stot, dom, szklanke.
2) Sprobuj podaé po 1 przykladzie takich ,,definicji”, aby pasowaty one do kazdej z podanych wyzej sytuacji 1. —
5.

W praktyce, oprocz definicji zbudowanych w oparciu o zestaw cech, mamy jeszcze definicje przez wskazanie (co to
jest stonce? — o, zobacz — to!) oraz przez wymienienie (co to sg sztuéce? — noze, widelce, tyzki i tyzeczki).
Nadmienmy jeszcze, ze definicje tworzone wedlug cech, zwykle zbudowane sa poprzez podanie kategorii
nadrzednej, a nastgpnie jej zawezenie poprzez jedng czy wigcej cech. W przypadku przytoczonej powyzej definicji
trojkata — kategoria nadrzedng bylo ,,bycie wielokgtem”, a cechg ograniczajgca — ,,posiadanie 3 bokow”.

Ad2

Twierdzenia okreslaja zaleznosci. Wystgpuja one w postaci:

e najczesciej — implikacyjnej: Jesli jest X, to jest Y (albo: kazde X jest Y);

e rzadziej — rbwnowaznosciowej: Cos jest X wtedy i tylko wtedy gdy jest Y;

e najrzadziej — wielo-rownowaznosciowej: Niech bedzie X. Wtedy nastepujgce warunki sg sobie rOwnowazne: A,
BiC.

Twierdzenia wystepujace w postaci implikacji majg posta¢: ,,Jesli warunek, to teza”.

Jest tak np. w przypadku twierdzenia Pitagorasa:

Jesdli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratdow ditugosci przyprostokgtnych jest rowna kwadratowi dtugosci
przeciwprostokatne;j.

Mamy tez tzw. odwrotne twierdzenie Pitagorasa, ustanawiajgce zaleznos¢ w drugg strone (nie jest tak w przypadku
wszystkich twierdzen, ale tu akurat tak jest):
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Jezeli suma kwadratow dhugosci dwoch krotszych bokow w trojkacie jest rowna kwadratowi dtugosci najdhuzszego
boku, to ten trojkat jest prostokatny.

W sumie mamy wiec rownowazno$¢ wystepujacych tu warunku i tezy:

Trojkat jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy suma kwadratow dtugosci dwoch jego krotszych bokow jest rowna
kwadratowi dtugosci jego najdtuzszego boku.

Kryterium — to takie twierdzenie, ktére bedac w postaci rownowaznosci z powodzeniem mogloby by¢ definicja
jednego z poje¢ o ktorych sie wypowiada, gdyby wczesniej nie zostata przyjeta juz klasyczna definicja tego pojecia
(kryterium to okreslaloby je rownowaznie, czyli dokladnie w tym samym zakresie przedmiotowym). Przy okazji
dopowiedzmy tu, ze pod poj¢ciem ,kryterium” kryjg si¢ tez warunki do spetnienia jakiej$ tezy (np. mamy kryteria
zaliczenia przedmiotu na studiach).

W matematyce twierdzenia poczatkowe, to inaczej pewniki lub aksjomaty. Nie dowodzi si¢ ich, lecz z gory
przyjmuje si¢ jako oczywiste, prawdziwe.

Wprowadzajac nowe twierdzenia nalezy je udowodni¢ (by by¢ pewnym, ze sg prawdziwe). Dopoki si¢ tego nie zrobi
— nazywa si¢ je jedynie hipotezami (co znaczy, ze si¢ jedynie — z bardzo duzg doza prawdopodobienstwa —
przypuszcza si¢, ze sg one prawdziwe).

W przypadku twierdzen, zobaczmy jeszcze co z nich wynika, jak i co z nich nie wynika (cho¢ — niestety — wiele 0sob
niestusznie uwaza, ze to co wcale nie wynika, jednak wynika... ;) ). Bedziemy to rozpatrywa¢ odwolujac si¢ do
twierdzenia: Kazdy kwadrat jest prostokqtem lub inaczej (réwnowaznie): jesli cos jest kwadratem, to jest

prostokqtem. Ponizej zobaczymy, co z niego wynika, a co nie wynika

Z twierdzenia typu .jesli 4 to B” nie wynika ,je$li nie-4 to nie-B”. Odwolujgc si¢ do naszego przyktadu,
stwierdzenie: ,,jesli co$ nie jest kwadratem, to nie jest prostokatem” — jest falszywe, bo to co§ moze by¢ prostokatem
choc¢by o bokach dlugosci 2 i 3. Kto$ jednak powie ,,no tak, ale to co$ co nie jest kwadratem moze by¢ chocby
butelka, a butelka nie jest prostokatem”. Zgodze si¢ z nim, jednak to wcale nie zadaje ktamu stwierdzeniu, Ze zdanie

,jesli co$ nie jest kwadratem, to nie jest prostokatem” jest falszywe. Zdanie to bowiem jest kategoryczne — mowi, ze
jesli spelniony jest warunek, to MUSI by¢ spelniona teza. Zawsze! A tutaj tak nie jest! (cho¢by w przypadku naszego
prostokata o bokach dlugosci 2 1 3).

Z twierdzenia typu ,.jesli 4 to B” wynika jednak (!) .jesli nie-B to nie-4” (a wigc implikacja w drugg strong, ale z
zanegowanymi stronami). Zdanie to nazywamy prawem transpozycji. Owszem, ze zdania ,,jesli co$ jest kwadratem,
to jest prostokatem” wynika zdanie ,,jesli cos nie jest prostokatem, to na pewno nie jest kwadratem” (bo kwadratami
moga by¢ tylko prostokaty — jak orzeka nasze wyjsciowe twierdzenie).

Z twierdzenia typu ,,jesli 4 to B” nie wynika ,.jesli B to 4” (nieraz tak jest, ze mamy ,,jesli 4 to B” i ,,jesli B to A” —

np. w przypadku twierdzenia Pitagorasa, ale nie zawsze tak jest — dlatego wlasnie nie mamy tu do czynienia z
wynikaniem). Zauwaz, ze rzeczywiscie, ,,je$li cos jest kwadratem, to jest prostokatem” zachodzi, ale ,,jesli cos jest
prostokatem, to jest kwadratem” — juz nie.

Ad3

Wzér — to symboliczny zapis ukazujacy zalezno$¢ migdzy réznymi warto$ciami (np. we wzorze na predkos$¢ —
miedzy predkoscia, droga i czasem). We wzorze wystepuja dwie lub wicksza liczba zmiennych reprezentujacych te
wartosci. Przewaznie od razu taki wzor podaje jak obliczy¢ jedng z tych wartos$ci (np. wzor na predkosé), jednak
mozna go przeksztalci¢, by mozna bylo obliczy¢ pozostate wystgpujace w nim wartosci (tu: droge i czas). O tym jak
tego dokona¢ — podam w kolejnych rozdziatach tej ksigzki.

Zasada (np. ,,zasada indukcji matematycznej”), regula (np. ,,reguta odrywania”) — to prawa, o ktorych wyrazamy sie¢
w ten sposob, aby podkresli¢, ze zostaly stworzone ze wzgledu na ich przeznaczenie do wykorzystywania w
dziataniu praktycznym.

Metoda (np. metoda przeciwnych wspotczynnikéw, czy metoda podstawiania) — to schematyczny sposob uporania
si¢ z jakim$ zagadnieniem, zadaniem.

Oproécz wyzej opisanych, w matematyce stosuje si¢ tez — ,,zapozyczone” z informatyki — pewne przepisy
postepowania, zwane algorytmami i procedurami. Czym sg?
Algorytm — to jednoznacznie okre$lony sposob postgpowania podajacy w jaki sposdéb w oparciu o wejsciowe dane
krok-po-kroku dojs¢ do oczekiwanego wyniku. Z kolei procedura — to spojna pod wzgledem wykonywanego
zadania cze$¢ algorytmu (np. moze by¢ procedura wyznaczenia delty przy rozwigzywaniu rownania kwadratowego).
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4. Przypuszczenia jako podstawa rozwoju matematyKki (i nie tylko)

Skad wiemy, ze co$ jest lub Ze tego czegos nie ma? Jest kilka odpowiedzi na to pytanie:
1) bo widzimy jak jest,

2) bo ktos nam to powiedzial (a my mu ufamy),

3) bo przeczytaliSmy gdzie$ to (a darzymy zaufaniem autora tej publikacji),

4) bo na bazie posiadanej wiedzy mozemy wywnioskowaé, ze tak wlasnie jest.

Bywa, ze odnosnie jakiej$s wiedzy ktorej nie mamy, chcemy ja posiasc:
1) bo jest nam ona do czegos potrzebna,

2) bo chcemy zaspokoi¢ swojg ciekawosc,

3) bo niewiele juz trzeba by$my jg mieli.

Wtedy zabiegamy o nig:

1) ,,zasiggamy jezyka”,

2) czytamy publikacje,

3) korzystamy ze $rodkéw masowego przekazu,

4) przeprowadzamy doswiadczenia,

5) analizujemy to co juz wiemy, by wyciggnaé nowe wnioski, a tym samym poszerzy¢ swojg wiedze.

W matematyce poszczegolni ludzie mogg korzystac z kazdej z tych mozliwosci.

Jednak w przypadku wiedzy matematycznej nie osobniczej, lecz ogodlnoludzkiej (!) — celem jej poszerzenia,
konieczne jest stosowanie ostatniej z tych metod. Zeby jednak doj$é¢ do nowego okrycia, trzeba zwykle: mie¢ jasno
wytyczony cel, mie¢ szeroki zasob wiedzy i umiejetnosci matematycznych, mie¢ bogata wyobrazni¢, umieé
analizowa¢ fakty i wyciaga¢ z nich stosowne wnioski (a gdy do realizacji tego celu okaze si¢, ze jeszcze za mato
wiemy czy umiemy — wczesniej zaradzi¢ tym niedomaganiom), mie¢ pasje¢ odkrywcy.

Matematyk jak chce co$ udowodni¢, to — najwyrazniej — jeszcze ,,nie wierzy” ze to co chce udowodnic jest takim
jakim on ,,chce” by takim byto. On — jako matematyk — ,,uwierzy” w to dopiero wtedy gdy to udowodni (Iub gdy
kto$ inny go w tym uprzedzi). Poki co, to co chce on udowodni¢, to jest jedynie jego przypuszczenie (ze tak akurat
jest).

Wyobraznia matematyka manifestuje si¢ w tym, ze najpierw dochodzi on do tego przypuszczenia, mocno ,,wierzy”
ze jest oni prawdziwe, a nastgpnie je dowodzi (co tez wymaga niebywatej wyobrazni)!

Wedlug mnie, wyobraznig podobng do tej matematyka, dysponuja: filozofowie, artySci, wynalazcy i odkrywcy.
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lll. POLICZMY SIE Z LICZBAMI

1. Przystawka, czyli danie na dobry poczatek — rozrdéznienie miedzy liczbg a
cyfra, i nie tylko...

Czym si¢ rozni liczba od cyfry? O tym juz wiesz, bo pisalem o tym w 1. paragrafie I rozdziatu: Cyfra to znak
graficzny stuzacy do zapisu liczby, ktory zarazem moze reprezentowac liczbg jednocyfrowa. Cyfra — to ,,cegietka”
do tworzenia liczby. Ile takich ,,cegietek” uzyjemy — o tylu-cyfrowej liczbie moéwimy. Tak np. 1.537 jest liczbg 4-
cyfrows. Zauwaz, ze dodatkowo uzytem tu kropki. Nie jest ona konieczna, lecz warto jg stosowaé (zawsze co 3
miejsca od prawej strony), bo wtedy latwiej jest takg liczbe przeczyta¢. O tym szerzej napisz¢ pozniej (tu jest tylko
wprowadzenie — taka ,,przystawka”, czy ,rozgrzewka”). Do zapisu liczby mozemy tez uzy¢ minusa — wtedy
bedziemy mieli liczbe ujemng (przyktad: -3). Liczby ulamkowe czy mieszane (te ostatnie majg cze¢$¢ catkowitg i

1_4 E). W
3 3
przypadku tej ostatniej liczby — mozna zapisa¢ ja tez tak: 3,(6), a wiec jako liczbe okresowa — z zastosowaniem

cze$¢ ulamkowa) zapisujemy za pomocg przecinka (np. 0,13 czy 17,27) lub kreski utamkowe;j (np. ;,

nawiasu.

W zapisie wykltadniczym uzywa sie dodatkowo znaku mnozenia: 13,7 -10'° (o zastosowanej tu notacji
wyktadniczej réwniez szerzej napisze pozniej). Liczbe mozna tez zapisa¢ przy pomocy symbolu (np. T — czyt. ,,pi”),
pierwiastka (np. V2 - jest to konieczne, bo takiej liczby nie jestesmy w stanie zapisa¢ w catoéci za pomoca cyfr i
kreski utamkowej Iub przecinka, bo ma nieskonczenie wiele miejsc po przecinku i nie powtarzajg si¢ one okresowo)
czy logarytmu (np. log 2 - jest to konieczne, gdyz i tu takiej liczby nie jesteSmy zapisa¢ w catosci za pomoca cyfr i
kreski utamkowej lub przecinka, bo ma nieskonczenie wiele miejsc po przecinku i tez nie powtarzaja si¢ one
okresowo).

Jak wigc widzisz — ,,im dalej w las — tym ciemniej”. Nie boj si¢ jednak — ta ksigzka jest swoistg ,,latarka”, ktora
roz$wietli ci owe ,,mroki” matematyki (i dzigki temu przestang juz one by¢ dla Ciebie ,,mrokami”).

2. Przydatnos¢ liczb, czyli do czego stuzg liczby?

Wiemy juz do czego shuzg cyfry. Obecnie zobaczymy do czego shuzg liczby. Jak sama ich nazwa wskazuje — do
liczenia, czy (w matematyce:) obliczania. Ale nie tylko — rowniez do numerowania, do nazywania (np. w jednym z
filméw gtowny bohater nazywatl swoje kolejne osty kolejnymi liczbami naturalnymi — miat np. osta ktoérego nazywat
"Numer 7"; mamy tez w szkole /4. ucznia w dzienniku), do okreslania liczebnosci jakiego$ zbioru (na.: na biurku
mam 3 ksigzki) czy okreslenia jakiej$ wielkosci (wysokosci, dtugosci, szerokos$ci, grubosci, wagi, temperatury, ...),
do odliczania (np. sekund do startu rakiety; czasu do wspolnego podniesienia jakiego$ cigzkiego przedmiotu: ,,No to
na 3: 1, 2, 3!”; dni do cywila, ...), ...

3. Porownywanie liczb

Tutaj znowu popracujemy na bazie przyktadow.

Zalézmy, ze ty masz 20 lat, a ja 30. Wowczas:
1) Ty jeste$ ode mnie o /0 lat mlodszy, a ja od Ciebie jestem o /0 lat starszy (sposob liczenia: 30 — 20 = 10);
2) Jajestem od Ciebie /,5 razy starszy, a Ty ode mnie /,5 razy mtodszy (sposob liczenia: % =1,5);

30-20 _ 10

3) Ty jestes ode mnie o % mlodszy (sposob liczenia: 0 — 30 %; sprawdzenie: 30 — % -30=30—-10=
20), a ja od Ciebie o potowe starszy (sposob liczenia: 302_020 = % = % ; sprawdzenie: 20 + % -20= 20+10=
30).

4) Jajestem od Ciebie o 50 % starszy (sposob liczenia: 302_020 +100% = % 100% = 50%), a Ty ode mnie jestes o

222-100% = - 100% = 333 %):

33 g% miodszy (sposob liczenia: ——

e 2 . . 1 .20 2 e 3 . . 1 .

5) Twoj wiek, to 3 mojego wieku (sposéb liczenia: 30> 5), a moj wiek, to 3 Twojego wieku (sposob liczenia:
30 _ E)

20 2
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4. Policzalno$¢ — co to takiego?

Pierwsza rzecz: czy rozrézniasz pojecia liczba 1 ilos¢?

Pojecie ,liczba” odnosi si¢ do obiektow policzalnych, tj. takich ktore podajesz w sztukach. Mamy np. 8 dtugopisow,
6 krzesel, 1 telewizor, 2 komputery — mamy je w takiej liczbie.

Z kolei pojecie ,,ilo$¢” odnosi si¢ do obiektow niepoliczalnych — np. mleka czy maki. Nie mamy jednego mleka,
tylko jedng butelke mleka, czy jeden litr mleka.

s

A co z pienigdzmi? Ot6z pieniadze sg i policzalne i niepoliczalne. Jak roztozy si¢ przed matym dzieckiem 5 monet i
zapyta si¢ je ,,ile tu jest pienigzkdw?” — to (o ile si¢ nie pomyli) odpowie: picé. My jednak wiemy, ze 5 pienigzkow
5-zlotowych, to co innego niz 5 pienigzkow I-ztotowych. Tak wigc pienigdze w odbiorze dziecka (a wigc rozumiane
jako monety czy banknoty) sa policzalne. Z kolei pienigdze rozumiane jako reprezentowana przez nie warto$¢ sg juz
niepoliczalne. Nie pytamy si¢ wiec ,,jakg masz liczbe pieniedzy?”, lecz — jesli juz, to — ,,jaka masz ilo$¢ pieniedzy?”
(czy prosciej: ,,ile masz pieniedzy?”’). Pamietaj jednak, ze pytanie kogos o jego pienigdze nie nalezy do grzecznych.

5. Przecinki, kropki, sredniki i spacje stosowane przy zapisie liczb

Trudno jest ,,od reki” przeczytac co to za liczba: 87499209317. Gdy jednak co 3 miejsca od prawej strony wstawimy
krotkie spacje lub kropki — sprawa stania si¢ od razu latwa:

87499 209 317 lub 87.499.209.317 — tu juz od razu widac, ze jest to: 87 miliardow 499 milionoéw 209 tysigcy 317.

W krajach anglosaskich standardowo stosuje si¢ tu przecinki, a tam gdzie my stawiamy przecinek — stawia si¢
kropke. Tak wigc wedlug tejze/ichniej notacji: 4,634,523.75 — to 4 miliony 634 tysiace 523 i 75 setnych.
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Dopowiem tu jeszcze, ze po przecinku ,,rozdzielen co trzy” juz si¢ nie stosuje:
e zapiszemy wigc 2.524.736,37292 ,
e anie 2.524.736,37.292 (przyznasz zreszta, ze dziwnie to wyglada ;) ).

Jak napiszesz 2,3,4 — to nie wiadomo:
e czysato3liczby: 2,314,
e czydwie: 2,314,
e czytez dwie inne: 21 3,4
(a powiedzmy, ze chodzito nam o t¢ sSrodkowa — wyrdzniong tu szarym tlem — sytuacje).

Aby temu zaradzi¢ — mozna:
e albo zwroci¢ uwage na wlasciwe wykorzystanie spacji: 2,3, 4
e albo jeszcze zamieni¢ przecinek rozgraniczajacy liczby $rednikiem: 2,3; 4 (przyznasz, ze teraz jest to
najbardziej czytelny i jednoznaczny zapis).
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IV. PO OBU STRONACH MOCY, CZYLI CENTRALNA
ROLA ZERA

1. Podzialy zbioru liczb wzgledem zera: liczby dodatnie i niedodatnie,
ujemne i nieujemne

Ogolnie liczby (te o ktorych uczy si¢ w szkole — tzw. liczby rzeczywiste) dzielimy na 3 kategorie:
e ujemne (jest ich nieskonczenie wiele),
e zero (jest tylko jedna taka liczba — po prostu zero!)
e idodatnie (podobnie jak ujemnych jest ich nieskonczenie wiele).

Te liczby, ktore nie sg dodatnie (a wigc zero i ujemne) nazywamy niedodatnimi, a te ktore nie sg ujemne (a wiec
zero 1 dodatnie) nazywamy nieujemnymi. Wszystko to masz na ponizszym zestawieniu (na osi liczbowe;j, ktora
zreszta reprezentuje zbior liczb rzeczywistych):

x < 0 —liczby ujemne x 2 (0 — liczby nieujemne (rowne co najmniej 0)
AL A
Y
0
f >
AN X
hd Y
x <0 - liczby niedodatnie (réwne co najwyzej 0) x > 0 — liczby dodatnie

Mamy tu dwa matematyczne pojecia:
e _conajmniej” ile$, co oznacza ze tyle lub wigcej (czyli na pewno nie mniej niz owe ,,iles”)

e _conajwyzej” iles, co oznacza ze tyle lub mniej (czyli na pewno nie wigcej niz owe ,,iles”)

Mamy tu tez 4 rodzaje nierownosci: <, <, > i1 >. (W matematyce mamy jeszcze jeden rodzaj nierownosci: # , co
czytamy: rézne, nie jest rowne).
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2. Pochodne podzialu liczb wzgledem zera: liczby przeciwne i wartos¢
bezwzgledna
Liczby przeciwne, to — najprosciej rzecz ujmujgc — liczby roéznigce si¢ znakiem. Przyktady: 151 -15, wi-nx.

Z kolei formalnie rzecz biorgc, mozemy powiedziec, ze liczby przeciwne to dwie liczby, ktérych suma wynosi zero.

Tak wigc — podaje definicj¢ — liczba przeciwna do danej liczby to taka liczba, ze zachodzi: a + (—a) = 0.

A co jest liczbg przeciwng do zera? Zauwaz, ze zero jest niedodatnie i nieujemne zarazem, a zatem dostawienie
znaku plus lub minus przed zerem dalej jest rowne zero (- 0 = 0). Otrzymujemy stad, ze liczba przeciwna do zera
jest zero. Wniosek ten otrzymujemy tez wprost z (przytoczonej powyzej) definicji liczby przeciwnej: 0 + (-0) =0 -0
= 0. Wszystko si¢ wiec zgadza!

Inne ciekawe wiasnosci liczb przeciwnych:

e liczba przeciwng do przeciwnej do x jest liczba x,
e liczba przeciwna do liczby dodatniej jest ujemna,
e liczba przeciwna do liczby ujemne;j jest dodatnia.

Z pojeciem liczby przeciwnej zwigzane jest pojecie wartosci bezwzglednej liczby (dla liczby x oznaczane przez |x|).
Wartoscia bezwzgledna dowolnej liczby x jest:

e tasama liczba x, gdy x>0 (przyktad: |5|=35, |0|=0),

e liczba —x (przeciwna do x), gdy x<0 (przyktad: |-5|=-(-5)=5).
Tak wigc warto$¢ bezwzgledna liczby nieujemnej (dodatniej i zera) nie rusza, a z ujemnej zdejmuje minus.
Bezposrednio z definicji warto$ci bezwzglednej wynika, Ze |x| jest zawsze liczbg nieujemng.

W interpretacji geometrycznej, warto$¢ bezwzgledna jest to odleglos¢ na osi liczbowej danej liczby od zera.

Gdzie w zyciu codziennym wykorzystujemy wartos¢ bezwzgledng? Chocby méwiac, ze jest 8 stopni mrozu (gdy na
dworze jest temperatura -8 stopni Celsjusza), czy liczac réznice wieku miedzy dwiema osobami (gdy mamy osoby w
wielu 3 1 8 lat — to r6znicg ich wielu wyznaczamy liczac roznicg tych liczb, i gdy wyjdzie nam liczba ujemna —
zamieniamy jg na liczbg jej przeciwng, czyli — wlasciwie — liczac warto$¢ bezwzgledna rdznicy tych liczb).

3. Przyklad ,,0si liczbowej bez zera”

Normalnie po $rodku osi liczbowe;j' jest zero. Jest jednak jedna o$ czasowa, ktora tego zera nie ma. Jest to o$ czasu
ukazujaca lata (ewentualnie wieki) najpierw przed nasza era (w skrocie: p.n.e.), a potem naszej ery (w skrocie n.e.)’.
Mamy wigc lata:

...,3pne.,4pne.,3pne.,2pne.,lpne,lne.2ne.,3ne..4ne.,S5ne.,...

W przypadku lat naszej ery (powyzej dodatkowo podkreslonych), nie musimy pisaé, ze sg naszej ery. Jesli bowiem
nie bgda mialy Zadnej adnotacji, to przyjmuje si¢ domyslnie, ze s wlasnie ,,naszej ery” (to zupehie tak jak z
liczbami dodatnimi: zamiast pisa¢ +J5 pisze si¢ po prostu J5).

Dla celéow rachunkowych, mozemy tu wprowadzi¢ analogiczne oznaczenie jak w przypadku liczb: lata naszej ery
oznacza¢ z plusem (lub bez tego znaku), a lata przed nasza erag — z minusem. Wtedy o$ liczbowa lat bedzie wyglada¢
nastepujaco:

! [ ! ! !
| [ | | |
6 -54-3-2-11213 456

v

! Jesli tak w ogole mozna powiedzie¢, bo skoro of jest (skierowana) prostag — a wigc jest nieskonczona zaréwno z lewej, jak i z
prawej strony — to wlasciwie kazdy jej punkt mozna by uznaé za jej $rodek

’Doll wojny $wiatowej wlacznie, w Polsce mowilo si¢ nie ,,przed nasza era”, lecz ,,przed Chrystusem” (w skrocie: przed Ch.) i
nie ,,naszej ery” tylko ,,po Chrystusie” (w skrocie: po Ch.). Miato to oczywiste odniesienie do faktu, ze za owy punkt graniczny
przyjeto czas narodzenia Chrystusa. Po II wojnie §wiatowej, komunisci walczacy z religia, wymienili ,,Chrystusa” na ,,nasza er¢”
i tak juz zostato...
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Druga — najwazniejsza w tym paragrafic uwaga — odnosi si¢ do faktu, ze mamy tylko lata p.n.c. i lata n.e. Oznacza
to, ze nie ma roku zerowego! Konsekwencja tego jest pewne zawirowanie w rachunkach:

Zadanie 1: jaki rok byt 6 lat przed 3 r.n.e.?

Normalnie liczyliby$my to tak: 3 — 6 = -3, czyli 3 rok p.n.e.

Jednak jak policzymy palcem, cofajgc si¢ nim o 6 pozycji w lewo od 3 na osi liczbowej lat, to otrzymamy ze byt to 4
rok p.n.e. Mamy wigc rok o / wezesniejszy niz z wezesniejszych (nietrafnych) obliczen.

Nalezy wiec tu liczy¢ wedlug schematu:  rok p.n.e. = rok n.e. —roznica— 1. (¥*)

Zadanie 2: Jesli obecnie mamy 2020 rok, to jaki byt 2050 lat temu?
2020 - 2050 — 1 =-31 —byt to rok 37 p.n.e.

A jak to bedzie w 1I strong?
Czy zadziala tu przeksztatcony wzor (*), a wigc wzor: rok n.e. = rok p.n.e + roznica + 1?7 (*¥*)
Sprawdzmy!

Zadanie 3: Wezmy 4 rok przed naszg erg. Ktory byt rok 6 lat pézniej?

Liczac palcem na naszej osi — otrzymujemy, ze byt to 3 rok n.e.

Z kolei stosujgc wzor (**) — otrzymujemy: -4 + 6 + 1 = 3, czyli tez 3 rok n.e.
Jak wiec widaé, wzor (**) si¢ sprawdza!

Jakie wnioski mozemy wyciagnac z tego paragrafu?:

1) Nie bylo i nie ma roku zerowego! Mamy lata tylko n.e. i p.n.e.

2) Lata n.e. traktujemy jak liczby dodatnie, a lata p.n.e. —jak liczby ujemne.

3) Musisz uwazac obliczajac lata i przechodzac przez granice miedzy n.e. a p.n.e.: idgc w lewo dodatkowo odjac 1,

a idac w prawo — dodatkowo dodac 1.

Ogolnie, zawsze warto jest uwazaé, a szczegolnie na terenie nieznanym czy innym niepewnym. Wtedy — w
matematyce — warto jest zrobi¢ obliczenia na matych danych, a nastepnie je uogolni¢ (tak zresztg tu zrobiliSmy — z
obliczen na malych liczbach, jak w przykladzie 7/, gdzie dodatkowo ustaliliSmy na jego bazie ogdlna zasade
dziatania, przeszliSmy do obliczen na duzych liczbach, stosujac t¢ ze zasade). Z podobnym podejsciem bedziemy
mieli w pewnym przyktadzie, przy omawianiu odejmowania (zob. /. zadanie w paragrafie 1 w rozdziale VII).
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V. POZOSTALE RODZAIJE LICZB

1. Przeglad i omowienie rodzajow liczb

LICZBY WYMIERNE I NIEWYMIERNE

‘s o T . . . . , . ., . liczba catkowita
Cze$¢ z omodwionych wyzej liczb, to liczby wymierne, czyli takie, ktére mozesz zapisa¢ w postaci erba calkomita

(oczywiscie w mianowniku nie moze by¢ zero, bo — jak zapewne pamigtasz — nie mozna dzieli¢ przez zero).
Sa to wigc:
1) wszystkie liczby catkowite (bo 5 = 2, =3 ==, 0 = 3),
2) w ten sposob zapisane utamki zwykte — te ktore (nie liczac znaku) licznik majg mniejszy niz mianownik (_?1, é),
3) oraz ulamki niewlasciwe, czy (rownowazne im) liczby mieszane (% =3 é).
Jak si¢ okazuje:
e niektore z tych utamkow wiasciwych czy niewlasciwych (=liczb mieszanych) mozna zapisa¢ ze skonczona
liczbg (liczba, a nie iloscig — to juz wiesz!) znakow po przecinku: 3% = 3,4,

e aniektore (tzw. okresowe) — juz nie: %1 = —0,166666... = —0,1(6).

Wszystkie pozostale liczby z naszej osi liczbowej (a wigc te, ktdre nie sg wymierne) — to liczby niewymierne. Sg to
ulamki lub liczby mieszane o nieskonczonym zapisie po przecinku (w zapisie dziesigtnym); sa to np.:
e —2~—1,4142135624 ... (tu dalej jest nieskonczenie wiele cyfr, jakby losowych, nie ma tu nigdzie okresu od
pewnego miejsca po przecinku),
e 1= 3,14159 ... — analogiczna sytuacja jak powyzej.

Jak mamy tak duza (nieskonczenie wiele!) liczbg cyfr po przecinku, to zrozumiate, ze nie jesteSmy w stanie ich
wszystkich wypisa¢ (nie starczytoby nam czasu ani miejsca w — dowolnie jak grubym — zeszycie). Poza tym nie
mialo by to w ogole sensu (na co dzien nie potrzebujemy nie-wiadomo-ile cyfr po przecinku).

Co wiec robimy? — To co ja zrobitem powyzej: zaokraglamy je do okreslonej liczby miejsc po przecinku (zwykle do
2). Szerzej o tym powiem w kolejnym paragrafie.

/Co ma Bég do liczb? \

Nie wiem czy wiesz co jest antonimem (stowem o przeciwnym znaczeniu) stowa ,,natura”. Jest to bardzo trudna zagadka, a
jej rozwigzaniem jest stowo ,kultura”. Kultura jest to bowiem to, co jest stworzone ,,r¢ka cztowieka”, a natura — to co
nawet nie jest nig tknigte, a co dopiero stworzone (Czlowiek stworzyt kulture, a Bég — naturg).

Podatem to w kontekscie ponizszego powiedzenia (na temat matematyki, a konkretnie liczb), autorstwa niemieckiego
matematyka i logika Leopolda Kroneckera (1823-1891): Dobry Bég stworzyl liczby naturalne, inne sa dzielem
czlowieka (w oryginale: Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk).

Nic wigc dziwnego, ze o liczbach naturalnych (jako stworzonych przez Boga) moéwi sie, ze ,,maja natur¢” (np. pytajac sie:
,Jaka jest natura liczb naturalnych?”). Nigdy za$ nie styszalem (a wszak jestem matematykiem!), aby kiedykolwiek
mowiono (czy pisano) o naturze jakich$ innych liczb. To normalne! — Wszak naleza one do §wiata kultury (jako stworzone
przez cztowieka), a nie natury (tych stworzonych przez Boga).

Przy okazji pozwolg tu tez sobie dodac, ze:
1) Najtrudniej jest badac to co boskie, niezbadane (do konca) — liczby naturalne (wiem co mowig! — chodzi tu glownie o t¢

czg$¢ liczb naturalnych, ktora stanowig liczby pierwsze — tymi zagadnieniami zajmuje si¢ dzial matematyki zwany ,,teoria
liczb”, a majacy zastosowanie m.in. w kryptografii).

2) Analogiczne do powyzszego powiedzenia o liczbach, wypowiedziat si¢ Samuel Adalberg (polski historyk Zydowskiego
pochodzenia, paremiolog, folklorysta i wydawca tekstow staropolskich; 1868 — 1939): Pan Bég stworzyl wies, a czlowiek
Qniasto. —To tez jest oczywiste! Wszak zycie na wsi (tradycyjnej) jest bardziej naturalne niz w miescie. /
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LICZBY PARZYSTE I NIEPARZYSTE

Liczba parzysta — to taka liczba calkowita, ktora mozna podzieli¢ przez 2 (bez reszty): ...—6, =4, —2,0,2 ,4,6,...
Liczba nieparzysta — to taka liczba calkowita, ktorej nie mozna podzieli¢ przez 2 (przy dzieleniu przez dwa daje
reszte 1):...—5, -3, —-1,1,3.,5,...

LICZBY PIERWSZE I ZL.OZONE

Liczba pierwsza — to taka liczba naturalna, ktéra ma doktadnie dwa dzielniki naturalne: jedynke i samg siebie (w
zwigzku z tym jedynka nie jest liczbg pierwsza, bo dzieli si¢ tylko przez /). Liczbami pierwszymi mniejszymi od
100sa: 2, 3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43,47, 53, 59, 61, 67, 71, 73,79, 71, 73, 79, 83, 891 97.
Wszystkie pozostate liczby naturalne wigksze od 1 dzielg si¢ jeszcze przez co najmniej jedng inng liczbg (6=2-3,
24=2-12=2-2-2-3, 25=5-5, 65=5-13). Tego typu liczby nazywamy liczbami ztozonymi — kazda z nich mozna zapisa¢
w postaci iloczynu mniejszych liczb naturalnych.

Liczbe naturalng ztozong, mozna podzieli¢ bez reszty przez inng liczb¢ naturalng, wigksza od /. Przyktady:

e poniewaz 6=2-3 (tj. jest liczbg ztozong), zatem 6/2 = 3, jak i 6/3 = 2,

e poniewaz 45 = 5-9=5-3-3 (4j. jest liczbg ztozona), zatem mamy: 45/3=15, 45/15=3, 45/9=5, 45/5=9.

Liczba 17 nie jest ztozona (jest pierwsza), poniewaz dzieli si¢ tylko przez I i przez samg siebie — rozktad na iloczyn
innych czynnikoéw naturalnych nie istnieje.

Podsumowujac, mozemy powiedzie¢, ze kazda liczba naturalna wigksza od I jest albo pierwsza albo zlozona, tj. jest
iloczynem liczb pierwszych.

2. Przyblizenia (czyli zaokraglenia) liczb

Po co zaokraglamy liczby?

e aby w ogole dato si¢ ja zapisa¢ (gdy jest niewymierna — w ogole nie da si¢ jej dokladnie zapisa¢, bo ma
nieskonczenie wiele ,,losowych” cyfr po przecinku) lub nie uzywaé zapisu okresowego (gdy jest co prawda
wymierna, ale okresowa),

e aby mozna bylo ja ,,0bjac”/,,ogarnac” (jesli zapytasz si¢ kogo$ ile zarabia, a ten odpowie Ci 3.758,30 — to
pewnie zapamigtasz 58,30, czyli niewiele z tej kwoty. Gdy za$ powie Ci (wcale nie klamigc, tylko zaokraglajac)
3.800 — od razu ,,zatapiesz” i zapami¢tasz t¢ kwote,

o 7zeby komu$ da¢ napiwek ;) ,

e Zeby nie sktama¢” — moéwimy np. cos koto 300, gdy wiemy, ze jest to 280 kilka, ale nie wiemy ile i nie zalezy
nam (albo osobie do ktorej méwimy) na doktadnosci,

e Dbo nie potrzebujemy jej az w takiej doktadnosci,

e lub wrecz nie mozemy jej stosowaé z taka doktadnoscig (np. konieczno$¢ zaokraglenia w zeznaniu
podatkowym, czy zaokraglenie obliczonej ceny towaru ,,na wagg” do pelnych groszy).

W jaki sposob zaokraglamy liczby? Decyduje o tym pierwsza cyfra po tej cyfrze do ktorej cheesz jg zaokraglié:
e jesli jest rowna co najmniej 5 (wiesz juz co to znaczy — wynosi 5 lub wiecej) — to t¢ cyfre do ktorej zaokraglasz
podbijasz o 1, a to co za nig ,,zdejmujesz”,
e jesli za$ jest mniejsza niz 5 (inaczej moOwigc: réwna co najwyzej 4) — to nic nie robisz z cyfr¢ do ktorej
zaokraglasz, a to co za nig stoi —,,zdejmujesz”.

Najlepiej pokaze Ci to na kilku przyktadach.

Najpierw wezmy liczba 3,35746 i po kolei bedziemy zaokraglac¢ ja do:

e 4 migjsc po przecinku: 3,3575 (podbites 4. pozycje po przecinku o / /z 4 do 5/, bo za nia stata 6, a wigc liczba
>5),

e 3 miejsc po przecinku (a wigc do czeSci tysigcznych): 3,458 (podbites 3. pozycj¢ po przecinku o 7 /z 7 do 8/, bo
za nig stata 4),

e 2 miejsc po przecinku (a wigec do czeéci setnych): 3,36 (podbites 2. pozycje po przecinku o / /z 5 do 6/, bo za
nig stala 7, co jest >3),

e ] migjsca po przecinku (a wigc do czesci dziesigtnych): 3,4 (podbites 1. pozycje po przecinku o 7 /z 3 do 4/, bo
za nig stata 3, co jest >5),

e do calosci: 3 (nic nie robisz z ta ,,3”, bo za nig w wyjsciowej liczbie stoi 3, a wiec liczba <5).

29



Rozpatrzmy jeszcze 2 przyktady:
o gdy liczbe 12,37997 zaokraglamy do 4. miejsca po przecinku, to otrzymujemy: 72,3800 — w tym przypadku ,,7”
podbita 9 do 10 — doszto wigc do ,,przepetnienia rejestru” — z 9 zrobita si¢ 0, a ze stojacej przed owa 9 kolejng 9
— 10, co z kolei podbito 7 do 8, dajac nam 72,3800 = 12,38;
o gady z kolei zaokraglimy 99,99 do pelnych dziesigtek — otrzymamy (przez kolejne przepehienia) liczbe 100 (w
poprzednich przykladach zaokraglenie cze$ci utamkowej nie powodowaly zmian czesci catkowitej; w tym
przyktadzie — juz tak, i do od razy z dwoma przepelnieniami).

W ogoéle, mozemy zaokragla¢ nie tylko do czes$ci utamkowych, lecz od razu do catkowitych: pelnych jednosci,
dziesiatek, setek, tysigcy, dziesigtek tysigcy, ... i to niezaleznie czy na wej$ciu mamy do czynienia z liczbg catkowita,
czy z liczba mieszang. Wtedy po cyfrze do ktorej zaokraglamy az do przecinka zostawiamy same zera, a za
przecinkiem mozemy je zostawi¢ Iub zdja¢ (cho¢ zwykle zdejmujemy).

Jak to dziata? Otd6z analogicznie (cho¢ nie tak samo!) jak to mialo miejsce w przypadku czg¢sci utamkowych, gdzie
zaokraglenie do n-tej liczby po przecinku bylo de facto zostawieniem jej lub podbiciem (w zaleznosci od tego jaka
jest kolejna cyfra) i zastgpieniem kolejnych cyfr od n+1. po przecinku w prawo zerami. Wiadomo, ze wszystkie
koncowe zera po przecinku mozna zostawic, jak i usung¢, co nie wptynie na wartos¢ liczby.

Gdy bedziemy zaokragla¢ liczby do czesci catkowitej — robimy analogicznie: wszystkie cyfry po przecinku znikng
(lub zostawimy je jako zera), a pierwsza przed przecinkiem:

e zostaje bez zmian, gdy pierwsza cyfra po przecinku byta mniejsza od 3,

e podbija si¢ o I, w przeciwnym przypadku (tj. gdy pierwsza cyfra po przecinku byta wigcksza lub rowna 5).

Mozemy tez zaokragla¢ liczbe do pelnych dziesiatek, setek, tysigcy, ... Wtedy te cyfre podbijamy o / lub
zostawiamy bez zmian (w zalezno$ci od tego jaka jest nastepna cyfra w tej liczbie — zgodnie z wczesniej
przytoczonym zasadami) i owa kolejna, jak i kolejne stojace od niej na prawo cyfry (o ile istnieja) — zerujemy.

Przyktad: 13.759 = 13.760 = 13.800 = 14.000 = 10.000.
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Musze napisa¢ Ci jeszcze o zaokraglaniu liczb ujemnych. Otoéz liczby ujemne zaokraglamy tak, jakby byly dodatnie i
potem dopisujemy do nich minus, np. -3,7 = -4 (a nie -3!). I tyle!
Blad przyblizenia

Przy zaokraglaniu dochodzi do powstania tzw. btedu przyblizenia (co przy tym ciekawe, blad przyblizenia nie jest
btedem, bo powstaje nie w wyniku naszego uchybienia, lecz celowego, i do tego pozytywnego (dlaczego
pozytywnego — patrz wyjasnienie dlaczego zaokraglamy) dziatania.

Dlaczego wigc mimo to nazywa si¢ bledem? — Bo wynik po zaokragleniu (WZ) odbiega od wlasciwego (WW), i
wlasnie réznice migdzy nimi nazywany btedem zaokraglenia, a wtasciwie bledem bezwzglednym zaokraglenia (BB),
1 moze by¢ on z niedomiarem (gdy zaokragglamy w dot) lub z nadmiarem (gdy zaokraglamy w gore). Tak wigc:

e [03=100—mamy tu BB = 103-100 = 3 — jest to btad bezwzgledny z niedomiarem,

e 97=]00—-mamy tu BB = 100-97 = 3 —jest to btad bezwzgledny z nadmiarem.

Zauwaz tu, ze zawsze odejmowalismy tu od liczby wickszej liczbe mniejsza, by otrzymac liczbe dodatnia.

Mamy jeszcze blad wzgledny przyblizenia (BW), ktory jest stosunkiem (inaczej: ilorazem) btgdu bezwzglednego do
(to wazne!) liczby zaokraglanej. Oprocz takiej formy utamkowej, mozna go tez poda¢ w postaci procentowe;j,
mnozac 6w utamek przez 100 % (czyli przez 1!). BW oddaje ,,skale” przyblizenia. Sam zapewne mi przyznasz, ze
czym innym jest przyblizenie /3 do 10 (BB =3, BW = 3/13 = (3/13) *100% =~ 23%), a czym innym jest przyblizenie
103 do 100 (gdzie co prawda — podobnie jak powyzej — BB = 3, jednak juz BW = 3/103 = (3/103) *100% = 2,9%).

3. Pozycyjne i niepozycyjne systemy zapisu liczb

Co oznacza zapis 5.037? Oznacza on liczbe o wartosci: 5 tysiecy, 0 setek, 3 dziesigtki i 7 (jednosci, czyli po prostu
7), tj. liczbe pig¢ tysiecy trzydziesci siedem. 5 jest tu na pozycji tysiecy, wiec oznacza S tysiecy. W liczbie 452 — 5
jest na pozycji dziesigtek, wigc oznacza 50, a w liczbie 235 — 5 jest na pozycji jednosci, wigc oznacza po prostu J.
Jak wiec widzisz, to gdzie stoi ta ,,5” decyduje o tym, jakg wartos¢ w tej liczbie faktycznie przyjmuje:

e na pierwszej od prawej pozycji — po prostu 5 (bo okresla ile mamy jednosci),

e na drugiej od prawej — 10 razy wigcej, czyli 10 (bo okresla ile mamy dziesiatek),

e na trzeciej od prawej — kolejne 10 razy wigcej, czyli 100 (bo okresla ile mamy setek),

Taki system, stosowany przez nas na co dzien, nazywamy dziesietnym pozycyjnym systemem zapisu liczb. Jest on
pozycyjny, bo to jaka warto$¢ przyjmie dana cyfra zalezy od tego na ktdrej pozycji ona stoi, a dziesigtny — bo
warto$¢ kazdej kolejnej na lewo pozycji jest 10 razy wigksza niz poprzedniej oraz z uwagi na fakt, Ze
wykorzystujemy w nim /0 cyfr: 0, 1, 2, ..., 81 9.

Znany jest on jako system arabski lub indyjsko-arabski, jako ze zostal zapoczatkowany w Indiach w V w. n.e., a
rozpowszechnit si¢ w krajach arabskich dzigki matematykowi al-Chwarizmi, ktory w potowie VIII w. przettumaczyt
na arabski indyjska ksiazke o matematyce. Hindusi na oznaczanie cyfr przyjeli umowne znaki od / do 9 oraz
wynalezli zero (0). Oprécz nazw dla poszczegolnych cyfr, podawali tez oddzielne nazwy dla kolejnych poteg liczby
10, co bylo zwiazane ze stworzong przez nich zasada pozycyjnego przedstawiania liczb. Z kolei Arabowie
wprowadzili sposob zapisu i czytania liczb, w ktorym podajemy cyfre, a potem rzad w jakim ona stoi. Do rozwoju i
popularyzacji systemu dziesigtnego w Europie przyczynit si¢ wloski matematyk, kupiec i podroznik Leonardo
Fibonacci. Zafascynowany systemem, w /202 roku napisat ksigzke ,,Liber Abaci”, w ktorej thumaczyt jak uzywac
arabskich cyfr, jak dodawa¢, odejmowac 1 wykonywa¢ inne dziatania w systemie dziesietnym. Zaréwno zapis tych
liczb, jak i stosowanie na nich operacji, bylo o wiele prostsze niz w przypadku dotychczas stosowanego w Europie
rzymskiego sposobu zapisu liczb (o ktorym napisze Ci za chwile).

Oprocz pozycyjnego systemu dziesigtkowego mamy tez inne systemy pozycyjne, szczegolnie wykorzystywane w
informatyce: dwojkowy (korzysta tylko z 2 cyfr: 01 1), 6semkowy (uzywat cyfr od 0 do 7, byl wykorzystywany w
ZETO — Zaktadach Elektronicznej Techniki Obliczeniowej — do indeksowania szpul z taSmami z danymi), czy
szesnastkowy (uzywany w jezyku programowania Assembler, do kodowania znakow ASCI; oprocz cyfr 0 — 9 sa w
nim jeszcze cyfry oznaczane literami: A=10, B=11, C=12, D=13, E=14 i F=15). Jak wigc widzisz, w systemie
pozycyjnym cyfr jest zawsze tyle, ile wynosi podstawa p tego systemu: 0, 1, 2, ..., p—1.
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Zaleta systemOw pozycyjnych jest ich klarownosc¢, tatwos¢é dokonywania nawet ztozonych operacji arytmetycznych
oraz mozliwos$¢ zapisu dowolnie duzej liczby, jednak do zapisu bardzo duzych liczb jest potrzebna duza liczba cyfr.

Napomknijmy, ze po dzi§ dzien zachowaly si¢ historyczne, wywodzace si¢ z Babilonii, systemy zapisu liczb o
wartosci: 12, 60, 90, 360 (obecnie stosowane sg one do zapisu np. czasu, czy dtugosci i szerokosci geograficzne;j).

Rzymski system zapisu liczb

W systemie rzymskim postugujemy si¢ znakami: I, V, X, L, C, D, M, gdzie: 1 =1,V =5, X =10,L = 50, C = 100,
D = 500, M = 1000. Wartos¢ I, V i X zapewne kazdy bez trudu pami¢ta; trudniej jest z L, C, D i M. Jest i na to
sposob — tzw. mmemotechniczny. Wystarczy zapamigta¢: ,Lubi¢ Ciebie Dobry Mikotaja” — i sprawe¢ mamy
zalatwiong ©

Rzymski sposob zapisywania liczb jest sposobem addytywnym (addidtion — z ang. ,,dodawania”), czyli warto$¢
danej liczby okresla si¢ na podstawie sumy wartosci jej znakow cyfrowych. Wyjatkami od tej zasady sg liczby: 4, 9,
40, 90, 400 1 900, do opisu ktérych uzywa si¢ odejmowania. Podczas zapisywania liczb w systemie rzymskim nalezy
dazy¢ zawsze do tego, aby uzywac jak najmniejszej liczby znakdw, pamigtajgc przy tym o nastepujacych zasadach:
1. obok siebie mogg sta¢ co najwyzej trzy znaki sposrod: I, X, C lub M (cho¢ nieraz jeszcze na tarczach zegarow
mozna spotkac zapis 4 zamiast [V w postaci IIII — patrz grafika obok);
2. obok siebie nie mogg sta¢ dwa znaki: V, L, D (bo zawsze mozna by taka sytuacje
sprowadzi¢ do prostszej: VV =X, LL = C, DD = M);
3. nie moze by¢ dwoch znakdéw oznaczajacych liczby mniejsze bezposrednio przed znakiem
oznaczajacym liczbe wigksza;
4. znakami poprzedzajacymi znak oznaczajacy wicksza liczbe moga by¢ tylko znaki: I, X, C.

W ten sposob — wedtug tych regut i za pomoca dostepnych wyzej podanych znakéw — mozna zapisac jedynie liczby
od 1 do 3999, poniewaz nie istniejg znaki dla liczb wigkszych od 1000. Wigksze liczby mozna zapisywac poprzez
nadkreslenie oznaczajace pomnozenie wartosci przez /000. Zasada odejmowania wartosci, na mocy ktorej 4 1 9
zapisywato si¢ jako IX i IV, stata si¢ powszechna dopiero w czasach Sredniowiecznych (stad tez zapis 4 w postaci
jak na powyzszej tarczy zegara: IIII, jest wlasnie zapisem historycznym, majgcym zapewne doda¢ nimbu powagi).
W ogole zapis rzymski uchodzi za bardziej majestatyczny, powazny (dlatego np. licea numeruje si¢ za jego pomoca,
a szkoly podstawowe — za pomocg dziesi¢tnego systemu arabskiego). Mimo to rzymski system ma jedng wadg: jest
niewygodny w prowadzeniu nawet prostych dzialan arytmetycznych.
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VI. PROSTE ZALEZNOSCI MIEDZY LICZBAMI - W MATEMATYCE
| W PRAKTYCE

1. Podstawowe okreSlenia i ich oznaczenia (przydatne w kolejnych
paragrafach tego rozdzialu)

Stala — to taka wartos¢, ktora si¢ nie zmienia. W fizyce mamy sporo statych: temperatura zera bezwzglednego,
temperatura wrzenia wody przy cisnieniu atmosferycznym 7000 hPa, predkos$¢ swiatta, ... W chemii tez mamy
stale, jak np. stata Avogadra (stata fizyczna liczbowo réwna liczbie atomow, czgsteczek lub innych czastek materii
zawartych w jednym molu tej materii), czy stale dysocjacji dla poszczegdlnych kwasow.

W matematyce stalg jest chociazby liczba 7 (rowna w przyblizeniu 3,7/4159). Cho¢ jest stala, to jednak niestety nie
sposob jej poda¢ doktadne, bo ma nieskonczenie wiele cyfr po przecinku i nie ma tam zadnej regularnosci. Inng
wazng stalg w matematyce jest liczba e (rowna w przyblizeniu 2,77). Mogle$ o niej nie styszeé¢, ale wazne abys
chociaz wiedzial, Ze istnieje...

Zmienne — to takie litery, ktore (jak wskazuje ich nazwa) mogg przyjmowac rozne wartosci (bywa, ze dowolne, ale
bywa i Zze w ograniczonym zakresie — w tzw. dziedzinie). Ty z matematyki znasz je zapewne pod nazwami x 1 y
(cho¢ mogg tez wystepowac inne ich oznaczenia, jak np. z, u, k,...). Czesto jest tak, Ze sg one ze sobg powigzane
wzorem, a co za tym idzie — zmiana warto$ci jednej z nich powoduje zmiang wartosci drugie;.

Parametr — z tym pojeciem zapewne cze$¢ osOb spotkata si¢ w szkole, a (pozostata) czes$¢ ,,niekoniecznie”.
Parametrem nazywamy takg literke, ktora zastepuje konkretng liczbe. Przyklad uzycia: zbadaj ile pierwiastkow (4.
rozwigzan) ma réwnanie kwadratowe 3x? + mx — 7 = 0 w zaleznoéci od warto$ci parametru 1.

Wspoélezynnik — warto$¢ liczbowa (moze byé wyrazona symbolem) bedaca sktadowa jednomianu. Np. w 3x2y
wspotczynnikiem jest 3, a w axyz — wspotczynnikiem jest a.

Pierwiastkiem nazywamy zarowno wynik pierwiastkowania, jak i jedno (dowolne) z rozwigzan rownania.

Mowimy, ze zmienna spelnia réwnanie, jesli jest jednym z jego rozwigzan. Tak np. 3 spetnia rownanie x + 2 = 5, a
tak liczba 2 jak i -2 spetniajg rownanie x? = 4.

Tak wigc nastepujace okreslenia sg synonimami (okresleniami oznaczajagcymi to samo lub prawie to samo):
,,Spetnia¢ rdwnanie”, ,,by¢ rozwigzaniem réwnania”, ,,by¢ pierwiastkiem réwnania”.

2. Przeksztalcanie wzorow

W paragrafie 1 rozdziatu VII, podam Ci zasadg trojkata na przeksztalcanie wzoru postaci a = g lubb =a-c,tj. gdy

jest podany w postaci iloczynowej lub ilorazowej. Jak jednak nalezy przeksztalca¢ wzor, gdy jest on w innej postaci
(potegowej, logarytmicznej, sumy, réznicy, czy jako pierwiastek) lub pracowac, gdy jest on jeszcze bardziej
ztozony? OdpowiedzZ jest prosta: ,,po nitce do kiebka” i korzystajgc z definicji tych operacji oraz wykorzystujac
operacje odwrotne.

Przykiad 1
y=x+2 —stadx=y-2.

Przyktad 2
logx=y — stad x=2" — korzystamy z definicji logarytmu.

Przyktad 3

y= 2 stad:

X
Dxy=x-2
Dxy—x=2
Dxpy-1)=2

=2
4)x—y_1
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Jesli ten wzor ustawimy w postaci y = ... (a tu po prawej stronie y juz nie wystepuje) — to bedzie to wzdr na
obliczenie wartosci y (w oparciu o pozostale zmienne, wystepujace po prawej stronie roéwnania). Zwykle
odpowiednio przeksztalcajac ten wzdér mozemy otrzymaé wzor na warto$¢ innej zmiennej wystepujacej w tym
wzorze: x = .... Taka operacja nazywa si¢ przeksztalcaniem wzoru (my oméwimy to 1. paragrafie nastepnego
rozdziatu).

3. Proporcje proste i odwrotne

Jesli mamy ZALEZNOSC % = const. (gdzie const., to z taciny constans, czyli stata warto$¢), to mamy tu do
czynienie z tzw. proporcja prosta.

Jesli owa statg warto$¢ zastapimy literka c, to otrzymamy: % =c,astgda=b-corazh = %

Poniewaz iloraz jest tutaj staty, zatem zalezno$¢ ta mowi, ze:

—IM WIECEJ mamy jednego (a), TYM (tyle razy) WIECEJ mamy drugiego (b)

— lub réwnowaznie: IM MNIEJ mamy jednego (a), TYM (tyle razy) MNIEJ mamy drugiego (b).

Innymi stowy te dwie wartosci sa pozytywnie skorelowane (mozna tez powiedzie¢: dodatnio skorelowane).

Jesli wiec piekarz ma 3 razy wigcej maki — to moze 3 razy wigcej upiec chleba. Jesli z kolei ma 2 razy mniej maki —
to oczywiscie 2 razy mniej chleba jest w stanie upiec.

Inny zapis omawianej tu zaleznoSci — proporcji prostej, w naturalny sposob odnoszacy si¢ do dopiero co

przytoczonego przyktadu: % = 22 (= const.)
1

b,
Wtedy:
a, — obecny zasdb maki
b; — ile obecnie mozna upiec chlebow
a, — zasob maki po zamianie
b, — ile mozna upiec chlebo6w w nowe;j sytuacji (po zmianie ilosci maki)
Jesli a, jest 3 razy wigksze od a; — to i b, begdzie 3 razy wigksze od b; — pomnozyliSmy licznik i mianownik
(rozszerzyliSmy ulamek) przez t¢ samg liczbe 3.
Z kolei gdy a, jest 2 razy mniejsze od a; — to i b, bedzie 2 razy mniejsze od by — podzieliliSmy licznik i mianownik
(skrocilismy utamek) przez te sama liczbe 2.

Jesli mamy ZALEZNOSC a - b = const., to mamy tu do czynienie z tzw. proporcja odwrotna.

Jesli — analogicznie jak to mialo miejsce powyzej — owg stala wartos$¢ zastgpimy literka c, to otrzymamy: a-b = ¢, a
sta,da=%ib =§.

Poniewaz iloczyn jest tutaj staly, zatem zalezno$¢ ta mowi, ze:

—IM WIECEJ mamy jednego (a), TYM (tyle razy) MNIEJ mamy drugiego (b)

— lub rownowaznie: IM MNIEJ mamy jednego (a), TYM (tyle razy) WIECEJ mamy drugiego (b).

Jesli wigc np. jedziemy 3 razy szybciej —to w czasie 3 razy krotszym pokonamy dang tras¢ (oczywiscie o ile przez te
predko$¢ po drodze si¢ nie zabijemy). Jesli z kolei bedziemy jecha¢ 2 razy wolniej (tj. z 2-krotnie mniejsza
predkoscia) — to 2 razy wigcej czasu zajmie nam ta podroz.

Inny zapis tej zaleznosci, to: a, * by = a, * b,(= const) .

TUTAIJ:

Jesli a, jest 3 razy wigksze od a, —to b, bedzie 3 razy mniejsze od b;.

Z kolei gdy a, jest 2 razy mniejsze od a; — to b, bedzie 2 razy wigksze od b; .

4. Przeliczanie walut

Wszystkie zagadnienia rozpatrzymy tu na przyktadach.
Najpierw bedziemy wykorzystywac przelicznik (kurs, zalezno$¢) migdzy ztotowkami (PLN) a euro (EUR):
1 EUR =4,47 PLN (*)

Przyktad 1
Jaka jest wartos¢ 5 EUR?
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Jest to bardzo prosta ,,zagadka” — wystarczy obie strony roéwnania (*) pomnozy¢ przez 5 — i otrzymujemy:
5 EUR =22,35 PLN

Mamy tu bowiem proporcje prosta:

1 EUR —4,47 PLN

SEUR- x

2 metody jej rozwigzania:

1) Po lewej stronie tej zalezno$ci widzimy, ze dolng lini¢ otrzymuje si¢ z gornej przez pomnozenie jej przez 5, wigc
x=247PLN -5 =2235PLN

2) mnoze¢ na krzyz: 1/ EUR - x=4,47 PLN - 5 EUR

skracam EUR po obu stronach: / - x =4,47 PLN - 5

wymnazam: x = 22,35 PLN

Przyktad 2
Jestem za granica. Widze towar za /8 EUR. Ile mi bank zdejmie z konta PLN za jego zakup karta, jesli za transakcje

walutowe karta pobiera 3 %, nie mniej niz 4 PLN?

1) Najpierw policzmy /8 EUR —ile to ztotych: /8§ EUR = 1§ - 4,47 PLN = 80,46 PLN

2) Nastepnie policzmy od tego 3 %: 0,03 - 80,46 PLN = 2,42 PLN

3) Poniewaz jest to mniej niz 4 PLN, wigc prowizja wyniesie 4 PLN , a wiec z konta zejdzie nam:
80,46 PLN + 4 PLN = 84,46 PLN .

Przyktad 3
Jeste$ za granica (w UE). Obowigzuja ci¢ te same warunki prowizji co w poprzednim przyktadzie. Oblicz do jakiej

kwoty EUR bedziesz ptaci¢ 4 PLN prowizji, a tym samym od ktorej kwoty bedzie liczona prowizja procentowa.
Oznaczmy przez x — owg graniczng kwote w EUR. Mamy wigc:

x-447-0,03=4

x-01341 =4

x =29,83 — do tej kwoty (w EUR) ptacisz 4 PLN prowizji, przy wigkszej kwocie — placisz 3 % prowizji.
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Przyktad 4
Wyjezdzam za granic¢. Na okazyjne wydatki chee przeznaczy¢ 100 PLN. Na ile EUR moge je wymieni¢ w kantorze

(przed wyjazdem), skoro tam / EUR mogg kupi¢ za 4,65 PLN (kantor dolicza bowiem sobie prowizjg)?
Tu znowu mamy proporcj¢ prosta, tylko Ze po innej stronie jest zmienna x.
1 EUR — 4,65 PLN
x —100PLN
1) Najprosciej policzymy to tak:
a) formalnie: (/00 PLN /4,65 PLN) - I EUR =21,50 - 1 EUR = 21,50 EUR
b) praktycznie: ile razy 100 jest wigksze od 4,65?: 100/4,65 = 21,50 — tyle wtasnie EUR moge kupi¢.
2) stosujemy zasad¢ mnozenia na krzyz:
a) najpierw wykonuj¢ to mnozenie: x - 4,65 PLN =/ EUR - 100 PLN
b) nastepnie skracamy przez ,,PLN”: x - 4,65= 1 EUR - 100
c¢) w koncu dzielimy obustronnie przez 4,65 (by po lewej stronie mie¢ tylko x): x = 21,50 EUR

W kolejnym przyktadzie bedziemy méwié o jenach japonskich w kontekscie naszych ztotowek.

Przyktad 5

Warto$¢ niektorych walut (tych, ktéore maja niska wartos¢ nominalng) podawana jest dla 700 jej jednostek. Jest tak
np. w przypadku jenéw (japonska jednostka monetarna): /00 JPN = 3,70 PLN.

Jeste$ w Japonii, masz gotowke (jeny). Kanapka kosztuje 350 jenow ile to ztotych?

a) W 350 JPN ile jest 100 JPN? 350/100 = 3,5 — mamy wigc 3,5 takich setek jenow.

b) Kazda z nich — to 3,70 PLN, a zatem mamy: 3,5 - 3,70 PLN = 12,95 PLN.

W kolejnych dwoch przyktadach ,,przenosimy si¢” do Egiptu, gdzie mamy funty egipskie.

Przyktad 6

Jestes w Egipcie. Cheesz umie¢ szybko przeliczaé¢ funty egipskie na zlotowki oraz zlotowki na funty egipskie. Jak to
zrobisz?

Wiesz, ze 100 funtdéw egipskich (EGH) —to 24,71 PLN

Tak wigc I/ EGH — (w przyblizeniu) 0,25 PLN, czyli 4 EGH —to / PLN.

Tak wigc gdy znasz cen¢ jakiego$ towaru czy ustugi w Egipcie, to DZIELISZ t¢ kwote przez 4 i masz
(w przyblizeniu) cen¢ w PLN.

W Egipcie, gdzie si¢ targuje — przewaznie jest odwrotnie. — Wiesz ile bys chciat gora za co$ zaptaci¢ w PLN i chcesz
wiedzie¢ do jakiej to whasnie kwoty powiniene$ zbié¢ oferte Egipcjanina. W tym celu MNOZYSZ kwote w PLN
przez 4 — i masz (w przyblizeniu) szukang kwote w EGH.

Przyktad 7
Jestes w Egipcie. Placisz kartg. Tutaj jednak najpierw ta kwota przeliczana jest na EUR (z prowizja 5 %), a nastgpnie

na PLN (z prowizja 4 %). lle wynosi taczna prowizja operatora karty? Mamy po kolei:

x — kwota zaptaty (w przeliczeniu na PLN) bez prowizji

x - 1,05 — kwota zaplaty (w przeliczeniu na PLN) z prowizjg przewalutowania na EUR

(x - 1,05) - 1,04 = 1,092 - x — kwota zaplaty (w przeliczeniu na PLN) z prowizjg przewalutowania na EUR
1 nastepnie z prowizjg przewalutowania tego na PLN; jak wida¢ — taczna prowizja wynosi 9,2 procent.
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VIl. PRZEKSZTALCANIE LICZB POPRZEZ WYKONYWANIE NA
NICH OPERACII

1. Podstawowe operacje na liczbach

Mamy 4 podstawowe operacje na liczbach: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Zacznijmy od podania
jak si¢ nazywaja ich sktadowe (liczby na ktorych wykonuje si¢ te dziatania), jak i jakie nazwy noszg wyniki tych
dziatan.
1) DODAWANIE: a+b=c

o\

sktadniki suma

2) ODEJIMOWANIE: a—-b=c \

odjemna odjemnik réznica
J

~
sktadniki

3) MNOZENIE: a - b=c Pierwsza liczba w tych operacjach jest
> rodzaju zenskiego, a druga — meskiego

mnozna mnoznik - iloczyn (wszak kobiete puszczamy pierwsza)

N\

czynniki

4) DZIELENIE: a:b=¢

dzielna dzielnik iloraz ]
Niech @ oznacza dowolng liczbe dodatnig, ® — dowolng liczbe ujemng, a 0 — to po prostu zero.
Dodatkowo: W oznacza, ze wynik moze by¢ wszelaki (©, ® lub 0), a x — ze dziatanie jest niewykonalne.

Ponizej zamieszczam 4 pary tabelek — dla 4 podstawowych dziatan arytmetycznych dokonywanych na w/w
kategoriach liczb — dla kazdej pary (dziatania) najpierw ogolny wynik (w lewej tabelce), a nastgpnie zobrazowanie
tego na konkretnych przyktadach (w prawej tabelce).

Zacznijmy od dodawania.

Doda- 1 Doda- Il
wanie: wanie:
I+ 11 ® 0| [+11 ® 0 @
2+ (-5)=2-5=-3
DIW | @| @ ® 2+(-2)=2-2=0; 2+0=2 2+5=7
24 (-1)=2-1=1
I 01®|0 | & I 0 0+(-5)=0-5=-5 0+0=0 2+0=2
5+2=-3
ole|e|w © |2+¢(3)=2-5=7|(2)+0=2+0=2| 2+2=0
-1 +2=1

Gdy dodajemy do siebie dwie liczny, to:
1) gdy cho¢ jedna z nich jest zerem (Srodkowa kolumna i srodkowy wiersz — wyniki oznaczone szarym tlem) — to
wynik jest rowny drugiej z tych liczb,
2) gdy sg one tego samego znaku — to wynik tez jest tego znaku,
3) gdy sa one roéznych znakéw — to wynik moze by¢ wszelakiego znaku (zalezy od ich wartosci bezwzglednych
tych liczb).

UWAGA:
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Gdy dodajesz do siebie dwie liczby ujemne, to wynik jest liczbg ujemna: przyktad (na bazie tego z powyzszej
tabelki): jesli na jednym koncie masz -2 (debet w wysokosci 2), a na drugim -3, to w sumie na tych kontach masz -7.
Niektorzy (automatycznie) mysla, ze tu powinna by¢ PLUS, bo MINUS I MINUS DAJE PLUS, ,bo tak uczyli w
szkole”. Owszem, jest tak, ale przy mnozeniu (i dzieleniu), ale nie przy dodawaniu dwoch liczb ujemnych (czy — jak
kto woli — odejmowaniu od liczby ujemne;j liczby dodatniej, bo do tego si¢ to dziatanie sprowadza).

Przejdzmy do odejmowania:

Odej— I Odej— I
mowanie mowanie
-1 |0 | =1l ® 0 @
3-2=1
@ ||| W 3] 2-(-3)=6 2-0=2 3-3=0
3-5=-2
I O|l®|0|06 I 0 0-(-2)=0+2=2 0-0=0 0-3=-3
2-(-)=-2+1=-1
O |W| 6|6 ® 2-(-2)=-2+2=0 | -2-0=-2 | -2-3=-
2-(-5)=-2+5=3
UWAGA

0Odja¢ liczbe ujemna (I kolumna w powyzszych tabelkach), to doda¢ liczbe dodatnia (bo minus przed nawiasem
zmienia znaki wystgpujacych w nim liczb na przeciwne /co to sa liczby przeciwne — juz wiesz! ©/) — tym samym
roznica jest wieksza od odjemne;j.

Odjecie zera (II kolumna) nie zmienia wyniku.

Odjecie liczby dodatniej (III kolumna) zmniejsza wynik.

Odjecie liczby x od zera daje nam liczbe przeciwng do liczby x, czyli liczbe —x.

Zadanie (obiecane w rozdziale IV, na koncu par. 3)

Ile to jest: 3,4 — 7,27

Jestem przekonany, ze wigkszo$¢ 0sob blednie odpowie -4,2.

Skad taki wynik?: 3 — 7 = -4, a do tego ,,nalezy” dopisa¢ 0,4 — 0,2 = 0,2 — stad wlasnie -4,2.

Jednak popatrz. W sumie masz -4 i 0,2, czyli -4 + 0,2 = -3,6.

Ktéry wiec wynik jest poprawny?

Aby to rozstrzygna¢ zastosujemy metode omowiong w rozdziale IV, w par. 3.

Wyjdzmy od prostszego zadania: ile to jest 3 — 5? C6z — to proste: -2! A jak to obliczyles? — odpowiesz: ,,od 5
odjatem 3 i zmienilem znak”. Brawo! Tak wlasnie to si¢ robi! Aby od mniejszej liczby odja¢ wickszg — od wigkszej
liczby odejmujemy t¢ mniejszg i wynik poprzedzamy znakiem ,,minus”.

W ten sposob wlasnie ustaliliSmy zasade.

A teraz te zasade zastosujemy do naszego zadania: Poniewaz 7,2 — 3,4 = 3,8, zatem 3,4 — 7,2 = -3,8. ©

Obecnie mozemy juz przej$¢ do mnozenia:

Mno- I Mno- I

zenie: zenie:

-1l ®|0|® -1 ® 0 @®
®@|OG| 0| & ® 2-(-3)=-6 2:-0=0 2:3=6

I oJo|o0]|O I 0 0-(-3)=0 0-0=0 0-3=0
|| 0|0 O |-2)-3)=6|(-2):-0=0|(2)- 3=-

Jesli w mnozenie cho¢ jedna z liczb jest zerem, to i wynik jest zerem.
Jesli liczby mnozone sg r6znych znakdéw — to wynik jest ujemny, a jak takich samych — to dodatni.

UWAGA!!
To tu wlasnie dziata zasada ,,minus i minus daje plus”, o ktorej moéwilem przy dodawaniu (ze tam nie dziata).

Inne wlasnosci mnozenia (czgsto wykorzystywane w rachunkach):
1) Przemienno$¢ mnozenia:a-b=»5b -a
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2) Lacznos¢ mnozenia: (a - b)-c=a-(b-c)
3) Rozdzielno$¢ mnozenia wzglgdem dodawania (dodawanie si¢ rozdzielito!): a - (b+c¢)=a-b+a-c

Przyktady stosowania:

2:7-5=7-2-5=7-10=70 3-17+3-23 ?3~(17+23):3'40:120
Prawo 1) Prawo 2) Stosuje prawo 3), ale w drugg strong
(zamieniam (zamiast najpierw (j. ze lewa strona = prawa);
miejscami  mnozy¢ 7 - 2, naj- Rownania w matematyce zawsze
2z27) pierw mnoze 2 - 5) dziataja w dwie strony!

Pozostato nam jeszcze dzielenie:

Dzie- I Dzie- I
lenie: lenie:
211 ®|0 & 211 ® 0 @®
@O | x| & @ 6:(-3)=-2 | x 6:3=2
I OJ]O| x| O I 0 0:(-3)=0 X 0:3=0
O|l®| x |06 ® |-6):(-3)=2| x| (6):3=-2

W dzieleniu znaki sg identyczne jak w mnozeniu, z tg r6znicg, ze nie mozna dzieli¢ przez zero.

Poniewaz a — b = a + (-b), tj. odejmowanie mozemy zapisa¢ jako dodawanie liczby przeciwnej — dlatego tez w
przypadku odejmowania mozemy mowic o sktadnikach.

Analogicznie jest w przypadku dzielenia: poniewaz a - b = a - (1/b) — dlatego tez w przypadku dzielenia mozemy
mowic o czynnikach.

Nie mozna dzieli¢ przez 0! Dzielnik musi wigc by¢ rézny od zera (b # 0), a co za tym idzie, mianownik w utamku
(utamek tez przedstawia dzielenie) rowniez musi by¢ # 0.

Oprocz znaku dzielenia (-, nieraz + ), czy kreski utamkowej (-), dzielenie mozna przedstawia¢ za pomocg uko$nika
(/). Tak wiec 2:3 =2+ 3 = § =2/3.

Ten ostatni sposdb oznaczania dzielenia stosuje si¢ glownie w informatyce (w zapisach programéw komputerowych
w poszczegolnych jezykach programowania), czy przy oznaczaniu predkosci (podajac ja np. jako 50 km/h).

Ciekawe zero i jedynka

Co robi zero? Jak wyglada w operacjach arytmetycznych — widziate$ juz powyzej (w kazdym z 4 typéw operacji na
9 sytuacji wystepuje ono — jako liczby na ktorych wykonuje si¢ te operacje — az 6 razy w 5 na 9 sytuacji).
a-a=0,a+0=0+a=a;
a-0=a,0-a=-a
0:a=0;0-a=a-0=0;

Jak za a (oprocz podkre§lonego!) wstawisz w tych wzorach 0, to otrzymasz
jeszcze bardziej konkretne sytuacje: 0—0=0;,0+0=0,0-0=10

Podobnie ciekawie jest z jedynka:

loa=a-1=1 Jak za a wstawisz w tych wzorach 1, to otrzymasz
W/l=1 ala=1 jeszcze bardziej konkretne sytuacje: 1 -1 =1; 1/1 = 1
Przemiennos¢:

Dodawanie jest przemienne: a + b = b + @, a odejmowanie juz nie: a - b zwykle nie jest rowne b - a; jest przemienne

jedynie wtedy, gdy b = a, i wynik tego odejmowania jest wtedy réwny zero: a — a = (). Nadto pod a i b zawsze
mozna podstawia¢ tu dowolne liczby.

Mnozenie jest przemienne: a - b = b - a, a dzielnie juz nie: a - b zwykle nie jest rdwne b : a; jest przemienne jedynie
wtedy, gdy b = a # 0, i wynik tego dzielenia jest wtedy rowny jeden: a : a = I). Nadto przy mnozeniu pod @ i b
mozna zawsze podstawia¢ dowolne liczby, a przy dzieleniu a przez b, musi by¢ b # 0.
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Zagadka: 2 - 3 — to sg dwie trojki, czy trzy dwojki? Gdy si¢ uczytes mnozenia w jednej z pierwszych klas szkoty
podstawowe] — na pewno to wiedziateS. Teraz za$ zapewne masz problem z odpowiedzig na to — jakze proste
pytanie... Poniewaz jednak ja jestem matematykiem, zatem — oczywiscie — umiem poradzi¢ sobie z ta zagadka.

Obok masz rozwigzanie.

Jak wigc widzisz 2 - 3 — s3 to trzy dwojki,

3.2 2.3 czy — inaczej mowiac — dwojka wzieta trzy razy

Odwrotnos¢:

Dziataniem odwrotnym do dodawania jest odejmowanie (i oczywiscie — rownowazne: dzialaniem odwrotnym do
odejmowania jest dodawanie). Oznacza to, ze a + b = ¢ wtedy i tylko wtedy gdy a = ¢ — b (oraz: b = ¢ — a).

Z kolei dziataniem odwrotnym do mnozenia jest dzielenie (i oczywiscie — rOwnowaznie: dziataniem odwrotnym do

dzielenia jest mnoznie). Oznacza to, ze gdy b # 0, to a - b = ¢ wtedy i tylko wtedy gdy a = % .

Gdy b # 0, to a - b = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢/b.

Co zrobi¢, aby nie myli¢ pojeé ..liczba odwrotna” i ,.liczba przeciwna’?
Ja radze sobie w ten sposob, ze pamigtam wykuta w szkole ,,regutke” (bardzo nie lubig tego stowa!):

podzieli¢ znaczy pomnozy¢ przez odwrotnos¢ dzielnika,

a ze pamigtam jak to si¢ robi:
x 5

1 D . 1
=XTEX - podzieli¢ przez 5 znaczy pomnozy¢ przez .

5
2 3 . 2 . 3
XiZ=X0o - podzieli¢ przez 3 Zhaczy pomnozy¢ przez - .

\~ to wiem, co to jest liczb odwrotna © Y,

=

=R
GRS

Odwrotnos¢ liczby — jest to wigc liczba powstata w wyniku jej ,,przekoziotkowania™: 5 = ; % - % (zero nie
ma liczby odwrotnej!).
W takiej sytuacji — dla uzyskania liczby przeciwnej pozostaje wigc jedynie zrobi¢ ,,te druga operacj¢”, z ktora moze

si¢ myli¢ odwrotnos¢é, tj. zmieni¢ znak liczby: 5 - —=5; =3 - 3; 0 = 0.

Liczby odwrotne — to dwie liczby, ktorych iloczyn jest rowny 1. Tak wigc liczbami odwrotnymi sg np. liczby:
211202 -%=1),-51—-1/5(bo =5 -(—1/5) = 1) oraz 7/91 9/7 (bo 7/9 - 9/7 = I). Liczba odwrotng do 1 jest 1
(bo 1 -1 =1), ado liczby 0 (jako jedynej!) liczby odwrotnej nie ma! (bo nie ma liczby odwrotnej do 0, bo nie
mozna dzieli¢ przez 0).

2

Z podanym chwil¢ wczesniej zwigzkiem migdzy mnozeniem i dzieleniem zwigzana jest tzw. ,,zasada trdjkata
pozwalajgca bardzo tatwo przeksztalcaé wzory. Pokaze to na przykladzie (bo te najlatwiej zrozumie¢ i najlepiej
WYrywajg si¢ w pamigci):

wezmy pod uwage wzor na predkosé: v = d/t (predkos¢ = droga / czas):

e jesli pomnozymy go obustronni przez ¢, to otrzymamy: d = v - t — wzor na drogg,

e gdy teraz z kolei podzielimy go obustronnie przez v, to otrzymamy: ¢ = d/v — wzOr na czas.

Zauwazmy, ze na podstawie kazdego z tych 3 wzoréw mozemy narysowac nastgpujacy trojkat:
. . . \ d
1) gdy zastonimy w nim v — to otrzymamy, Ze jest ono rowne 7

. . . , d
2) gdy zaslonimy w nim ¢ — to otrzymamy, zZe jest ono rowne -

3) gdy zastonimy w nim d — to otrzymamy, Ze jest ono roéwne v - t

Tak wigc na podstawie tego trojkata, jednym przytozeniem palca
otrzymujemy wzor na dowolng (zastaniang palcem) zmienng.
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Mnozenie jest uogdlnieniem wielokrotnego dodawania, a dzielenie — wielokrotnego odejmowania (zlicza liczbg
odjetych elementow — dzielnikow z dzielenia).

2. Porzadek wykonywania dzialan

Wykonujgc dzialania arytmetyczne musimy pamigta¢ o wilasciwej kolejnosci ich wykonywania. Otdz jesli w
wyrazeniu nie ma nawiasoéw, to wykonujemy dzialania w nastgpujacej kolejnosci:

e najpierw potggowanie i pierwiastkowanie,

e nastgpnie mnozenie i dzielenie w kolejnosci ich wystepowania (tj. od lewej do prawej),

e na samym koncu dodawanie i odejmowanie — rowniez w kolejnosci / \
wystepowania (tj. od lewej do prawej). ZAPAMIETAJ!

Koleinogei wyk . L Kolejno$¢ wykonywania dziatan:
Co do kolejnosci wykonywania, t¢ sama range maja wigc: _ dzialania w nawiasach

e mnozenie z dzieleniem (nie jest tak, ze najpierw mnozymy, a potem ~ potegowanie i pierwiastkowanie

dzielimy! — dziatania te wykonujemy w tej kolejnos$ci jak sa — mnozenie i dzielenie
ustawione od lewej do prawej), — dodawanie i odejmowanie

e dodawanie i odejmowanie (mamy tu analogiczng uwage jak powyzej). K

J

Z kolei przy obliczaniu warto$ci wyrazen zawierajagcych nawiasy, wykonujemy najpierw dziatania w tych nawiasach,

wewnatrz ktorych nie ma innych nawiaséw, i nastepnie przesuwany si¢ coraz bardziej na zewnatrz.

Przyktad 1: Gdy mamy tylko odejmowanie: /00— 15—-20—-13 =85-20—-13=65—-13 =52

Przyktadowa interpretacja: mamy /00 zt; najpierw wydajemy /5 zt (wigc mamy juz tylko 85 zt), potem 20 zt (co
zubaza nas do 65 zt), w koncu /3 zt (po tej operacji zostaje nam jedynie 52 zi.

Zauwaz, ze mozna to rozumie¢ tez tak: mam 700 zt, wydaje 15 zt, potem 20, potem 13 (tj. razem (/5 + 20 +13), 1.
48 zt, w wyniku czego pozostaje mi 52 zt.

W zwigzku z powyzszym, nasze powyzsze dziatania mozna wykonac tez tak:
100—-15-20—-13=100—(15+20+ 13)=100—-48 =52

Przyktad 2: Gdy mamy odejmowanie i dodawanie: 15—7+6—-3=(15+6)—(7+3)=21-10=11

— zsumowali$my liczby dodatnie, zsumowali$my ujemne, i nastepnie od owych dodatnich odjeli§my owe ujemne
(tak liczgc si¢ mamy mniejszg szans¢ na pomylenie si¢).

Jak wiec widzisz — na dobrg sprawe, gdy mamy tylko dodawanie i odejmowanie — mozemy operacje te wykonywac
w dowolnej kolejnosci.

Jezeli jednak w wyrazeniu wystepuje tylko dzielenie albo mnozenie i dzielenie, to dziatania te OBLIGATORYIJINIE
wykonujemy w takiej kolejnosci, w jakiej sg zapisane, tj. od strony lewej do prawe;j.

Przyktad 3: 100 : 10: 2=10:2=5,aNIE: 100 :10:2=100:(10:2) =100 :5 = 20 — widzisz, ze otrzymalismy
rézne wyniki!, btad jest w miejscu zaznaczonym szarym tlem.

Jesli bedziesz miat tylko mnozenia, to mozesz je wykonywaé¢ w dowolnej kolejnosci.

Przyktad4: 2-13-5=13-(2-5)=13-10=130")

Jezeli — w koncu — w wyrazeniu wystepuje kilka dziatan i nie ma nawiasow, to jako pierwsze wykonujemy mnozenie
1 dzielenie w kolejnosci ich wystgpowania, a nastepnie dodawanie i odejmowanie — tez w kolejnosci ich

wystepowania.
Przyktad 5:30-2-6+4=30-12+4=18§+4=22.

Warto grupowac cze$ciowe wyniki w petne 10, 100, ...
Przyklad 6: 684+ 7+32-3-6=100=10+ 4 = 94
3. Praktyczne wykorzystanie wzorow skroconego mnozenia

W szkole na pewno zapoznano Ci¢ z nastepujacymi trzema wzorami skréconego mnozenia:
(a + b)? = a? + 2ab + b? — wzor na kwadrat sumy
(a + b)? = a? + 2ab + b? — wzor na kwadrat roznicy

(a—b):(a+b) =a?—b? —wzbr nardznice kwadratéw lub (réwnowaznie) na iloczyn sumy przez rdznice
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Wzory skroconego mnozenie stuza nie tylko do tego co zapewne przychodzi Ci do glowy — upraszczania wyrazen z

x-ami 1 y-ami. Stuzg jeszcze co najmniej do dwoch rzeczy:
1. prostszego wykonywania obliczen,
2. usuwania niewymiernos$ci z mianownika.

Ad1
1022 najproéciej jest obliczy¢ w nastepujacy sposob, wykorzystujac wzor na kwadrat sumy:
1032 = (100 + 3)2 = 1002 +2-100- 3 + 32 = 10.000 + 600 + 9 = 10.609
392 najprosciej jest obliczy¢ w nastepujacy sposob, wykorzystujac wzor na kwadrat roznicy:
392=(40-1)>=402-2-40-1+1>=1.600—80 + 1 = 1.521

Jak wiec widzisz — w powyzszych dwoch przypadkach podnosilismy do kwadratu, wcale nie wymnazajac danej
liczby przez nia samg.

Ponizej pokazg Ci jak uzyska¢ wynik mnozenia przez siebie dwoch réznych liczb, rowniez wcale ich przez siebie nie
wymnazajac. Do tego celu wykorzystam trzeci w wyzej przytoczonych wzordéw skréconego mnozenia:

17-23 = (20— 3) - (20 + 3) = 202 — 32 = 400 — 9 = 391

Jak wigc widzisz: jak matematyk ma ,,skrzynke¢” z odpowiednimi narz¢dziami (wzorami), to potrafi je wykorzystaé
wtedy gdy bedg one mogty by¢ mu przydatne. ©

Ad2

Co to jest niewymierno$¢? — to po prostu liczba niewymierna, zwykle wyrazona za pomoca pierwiastka. Matematycy
unikajg jej w mianowniku, w ogole ,,jak diabel swigconej wody”. W naturalny sposéb powstaja tu dwa pytania:
a) dlaczego?
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b) jak temu zaradzi¢?

Ada)

By¢ moze pamigtasz ze szkoty, ze jak masz podzieli¢ 12,7 przez 3,42 — to musisz poprzesuwac przecinki w obydwu
tych liczbach w prawo o tyle miejsc, ile jest cyfr po przecinku w drugiej z nich (czyli w dzielniku) i dopiero wtedy
dzieli¢. Otoz:

kiedy od razu jest to liczba catkowita — nie musisz nic z nimi robi¢;
gdy jest to liczba o skonczonej liczbie cyfr po przecinku — postgpujemy jak to wyzej podano;
gdy jest to liczba z utamkiem okresowym — wowczas zawsze liczbe te¢ da si¢ zamieni¢ na ulamek wlasciwy lub
niewlasciwy i postepujemy — jak ponizej podaj¢ na przyktadzie:

12,7:1,3)=12,7:3=12,7 - 2=38,1 : 4~ i dalej jak podano powyzej
gdy za$ dzielimy przez liczbe niewymierng, to juz nie mozna zrobi¢ takiego ,,myku” jak bezposrednio wyzej (bo
nie da si¢ ona zapisaé w postaci ulamka) — a zatem (ze wzgledu na niemozno$¢ przesunigcia przecinka o
odpowiednia liczb¢ miejsc w prawo, bo by musialo to by¢ nieskonczenie wiele miejsc!) dzielenie pisemne
wydaje si¢ by¢ wtedy niewykonalne. Na szczescie jednak tak nie jest, i o tym wlasnie podaje ponize;j!

Adb)

Celem usunigcia niewymiernos$ci z mianownika, w zalezno$ci od zastanej sytuacji, stosujemy jeden z ponizszych
trzech ,,mykow”:

2 V3 _ 23
V3 V3 3

mianownik dotychczasow utamka

gdy w mianowniku mamy PIERWIASTEK =z jakiej$ liczby: \/Z—g = — jak wiec widzisz,

pomnozylem cale wyrazenie przez 1 wyrazone w postaci utamka

mianownik dotychczasowego utamka ’

wyniku stosownego mnozenia owych ulamkow otrzymalismy utamek, ktéry w mianowniku nie mam juz
niewymiernos$ci (to ze w liczniku bedzie nieskonczenie wiele miejsc po przecinku, nie ma tu wigkszego
znaczenia w kwestii wykonania tego dzielenia, gdyz po prostu wezmiemy tylko kilka owych miejsc i
wykonamy dzielnie w pewnym zaokragleniu, ale wtedy bedzie chociaz ono w ogole wykonalne!);
gdy w mianowniku mamy SUME, ktorej co najmniej jeden ze sktadnikow ma pierwiastek:

2 2 1-23 _ 2(1-2v3) _ 2(1-2v3) _ 2(1-2v3)
1+2v3 ~ 1423 1-2vV3 12-(2v3)° o112 0 -1

czyli pomnozyliSmy przez 1 w postaci ,,to samo wyrazenie co bylo dotychczas w mianowniku, jednak ze
znakiem minus, a nie plus mi¢dzy skladnikami PRZEZ to samo wyrazenie”, a nastgpnic wymnazajac
mianowniki, stosujemy nasz trzeci wzor skroconego mnozenia;

analogicznie postgpujemy, gdy w mianowniku mamy ROZNICE, ktérej co najmniej jeden ze sktadnikéw ma

pierwiastek:
2 2 142V3 _ 2(142V3) _ 2(1+2V3) _ 2(1+2V3)
1-2V3 1-2V3 142V3  12-(2y3)°  1-12 11

czyli pomnozyliSmy przez 1 w postaci ,,to samo wyrazenie co bylo dotychczas w mianowniku, jednak ze
znakiem plus, a nie minus mi¢dzy skladnikami PRZEZ to samo wyrazenie”, a nastgpnic wymnazajac
mianowniki stosujemy nasz trzeci wzor skroconego mnozenia.
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VIIl. POTROJNA ZALEZNOSC, CZYLI POTEGI, PIERWIASTKI I ...
LOGARYTMY

1. Potegi i potegowanie

Potegowanie jest uogélnieniem wielokrotnego mnozenia. Ogoélnie, a® = a-a-..-a —a wystepuje n razy (a zatem
mnozeh a mamy o 1 mniej, tj. n — 1). Zapis a” czytamy a podniesione do potegi n-tej lub krocej: a do potegi n-tej.
Drugg potege nazywamy kwadratem, a trzecig — szeScianem danej liczby a. W zapisie a™ = b: a to podstawa
potegi, n — jej wyktadnik, a b — wynik potggowania.

Liczba dodatnia podniesiona do dowolnej potegi daje nam zawsze liczbe dodatnig (23 = 8, 3* = 81), a liczba
ujemna:

e podniesiona po potegi parzystej — liczbe dodatnia ((—2)* = 16),

e ado potegi nieparzystej — liczbe ujemna dodatnig ((—2)° = —32);
w skrdcie mozemy powiedzieé, ze przy potggowaniu parzysta liczba minuséw si¢ znosi.

2 2
Potegowanie utamkow sprowadza si¢ do podniesienia do danej potegi tak licznika, jak i mianownika (G) = 2—2 =
2
16)'
Poniewaz a™*t! = a™ - a — podnie$¢ podstawe potegowania do potegi o / wyzszej, oznacza pomnozy¢ wynik tego

potegowania dodatkowo przez owg podstawe (wynika to wprost z definicji potegowania) — zatem (otrzymujemy stad
idac w druga strone, ze) ilekro¢ bedziemy schodzi¢ z wyktadnikiem potggowania o /, wynik owego potggowania
bedzie a razy mniejszy.

Omowmy jeszcze podnoszenie do potegi: I, 0 i wyrazonej liczbg ujemna, wykorzystujgc wilasnie dopiero co
przytoczony wniosek.

W tym celu rozpatrzmy:
e 103=10-10-10 = 1.000,
e 102=10-10 = 100 —a wiec 10 razy mniej,
e 10! = 10 — musi by¢ 10 razy mniej niz to, co bezposrednio wyzej,
e 10° = 1 —musi by¢ 10 razy mniej niz to, co bezposrednio wyzej,
e 107! = 0,1 — musi by¢ 10 razy mniej niz to, co bezposrednio wyzej,
e 1072 = 0,01 — musi by¢ 10 razy mniej niz to, co bezposrednio wyzej,
e 1073 =0,001— musi by¢ 10 razy mniej niz to, co bezposrednio wyzej.

. . . _ 1 N\ _ 1
Whioskujemy stad, ze: a® = 1,a™! = —,a"= (;) ==

przy czym w kazdym z tych trzech przypadkow przyjmuje si¢ a # 0:
e dlaczego tak jest w pierwszym przypadku (a® = 1) — wytlumacze Ci za chwile,
e 7 kolei w dwoch pozostatych przypadkach a wystepuje w mianowniku — i dlatego wlasnie nie moze by¢ = 0 (bo
—jak wiesz — nie mozna dzieli¢ przez 0).

Zagadka: ile to jest 0°?

Z jednaj strony, jesli potege te przedstawiliby$my jako a® — spodziewalibyémy si¢ wyniku /. Z drugiej strony
0™ = 0, dla dowolnych niezerowych n. Aby nie bylo sprzeczno$ci — przyjmujemy po prostu, ze nie ma czegos$
takiego jak 0° (analogicznie jak nie ma dzielenia przez zero) lub — réwnowaznie ze 0° jest symbolem
nieoznaczonym.

Dzialania na potegach

Przy a,b + 0, zachodzg nastepujace zaleznosci:

1. am-aq" =a™t" — wzor na iloczyn poteg o tych samych podstawach,
a™ = gm—n

o — wzor na iloraz poteg o tych samych podstawach,
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3. (a-b)™=a™-p™ — wz0r na potege iloczynu,

m m
4. (%) = :lz_n — wzo6r na potege ilorazu,
5. (@™t =a™" — wz0r na potgge potegi.

2. Przedstawienie liczby w postaci wykladniczej

Zapis wyktadniczy stosujemy zwykle dla liczb bardzo duzych, czy tez bardzo matych (przy czym czgsto stosuje si¢
tu jeszcze dodatkowo zaokraglenie, ale o tym za chwilg).

RYS — do wielkich obiektow (jak np. ukiad planetarny) stosujemy wielkie liczby, a do malych obiektow (jak atom) —
malutkie liczby.

W zapisie wyktadniczym dowolng liczbg x r6zng od 0 zapisujemy w postaci a - 10", gdzie 1 < a < 10, przy czym n
jest liczba catkowita:

e nieujemna dla [n| = 1 (a wigc dla liczb wigkszych lub rownych 1, czy tez mniejszych lub réwnych -1),

e ujemngdla0 < |x| < 1 (a wigc dla utamkow whasciwych — tak dodatnich, jak i uyjemnych).

Najpierw jest wigc cyfra rézna od zera, potem ewentualnie przecinek i po nim kolejne cyfry, a nastgpnie 10 do potegi
liczby catkowitej. Zobaczmy to na konkretnych przyktadach:

o 2.345.672=2345672-10°

o -364,726=-3,64726-10°

e 00004536293 = 4,536293 - 10

o 748.000.000.000 = 7,48 - 10"

e -0,0000126 =-1,26-10°

o 5=5-10

Chcac zamieni¢ liczbe w postaci wyktadniczej w liczbg w postaci standardowej (a wiec dziatajac w drugg strong),
korzystamy z wlasnosci, ze:
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e .- 10 do potegi n dodatniej catkowitej” znaczy przesung¢ w danej liczbie przecinek o n pozycji w prawo,
e .- 10do potegi n uyjemnej calkowitej” znaczy przesunagé¢ w danej liczbie przecinek o n pozycji w lewo,

-

e - 10do potegi 0” znaczy pomnozy¢ przez 1, czyli (whasciwie) nic nie robic.

Krocej: wyktadnik n w potedze 10" pokazuje nam o ile miejsc w prawo nalezy przesunaé przecinek (np: 10° — 5
miejsc w prawo; 107 — o -7 miejsc w prawo, czyli o 7 miejsc w lewo; 10’ — o 0 miejsc w prawo, czyli w ogdle nie
ruszac!).

Zaokraglenie z zapisem wykladniczym

W pierwszych 3 z powyzszych 6 przyktadow, mozemy zaokragli¢ te liczby — zwykle tak zresztg robimy, i to do tego
przewaznie do 2 miejsc po przecinku (po zaokragleniu). W powyzszych 3 sytuacjach bedziemy wigc mieli:

o 2345672=2345672-10°~2,35- 10°

o -364,726=-3,64726-10°=-3,65 - 10’

e 0,0004536293 =4,536293 - 10"~ 4,54 - 10"

Mozna tez zrobi¢ to w odwrotnej kolejnosci: najpierw zaokragli¢ liczbg, a nastepnie zapisaé ja w postaci
wykltadniczej. Np. zamiast poda¢ 257.310.000 — powiemy, ze jest to 260 milionéw (ewentualnie z dopowiedzeniem
,.okoto™), czy tez (tak czesciej w formie pisemnej): 2,6 - 10°.

Na koniec zobaczmy jeszcze jak si¢ wykonuje operacje na liczbach zapisanych w postaci wyktadnicze;:

e 4-10'-8-10°=32-10%*=3,2-10-10%* = 3,2- 10%°
e 4:10%:6-107°=24-10°=2,4-10-10° = 2,4-10%°
e 4,5-10%042,7-10%° = 0,0045- 10?3 42,7 - 10%3 = 2,7045 - 1023

UWAGA!

Warto wiedzie¢, ze zamiast pisa¢ / - 10° mozna po prostu napisa¢ /0° — bedzie to ta sama liczba, lecz (formalnie
rzecz biorac) nie bedzie ona w podana w zapisie wykladniczym, bo nie podpada pod definicj¢ takiego zapisu
(podang na poczatku tego paragrafu).

Ponizsza tabela przedstawia nazwy liczb (dla sposoby stosowanego w Polsce, w jezyku angielskim jest inaczej!), ich
zapis w postaci dziesig¢tnej oraz zapis w postaci potegi liczby /0. Przy tym:
e liczby pogrubione majg parzystg liczbg trojek zer (tj. mamy w nich: 0, 6, 12, 18, ... zer) i (z wyjatkiem liczby 0)
ich nazwa konczy si¢ na ,,-lion”
e liczby, ktore nie sg pogrubione (z wyjatkiem /0 i 100), sa jednostkami posrednim, i wystepuje w nich
nieparzysta liczba trojek zer (tj. mamy w nich zer) i ich nazwa konczy si¢ na ,,-liard”

jeden 1 100
dziesigé 10 101
sto 100 102
tysiac 1000 103
milion 1000 000 106
miliard 1 000 000 000 109
bilion 1000 000 000 000 1012
biliard 1 000 000 000 000 000 1015
trylion 1000 000 000 000 000 000 1018
tryliard 1000 000 000 000 000 000 000 1021
kwadrylion 1 000 000 000 000 000 000 000 000 1024
kwadryliard 7 000 000 000 000 000 000 000 000 000 1027

kwintylion 1 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 1930
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kwintyliard ... 1033

sekstylion ... 1036
sekstyliard ... 1039
septylion ... 1042
septyliard ... 1093
oktylion ... 1048
oktyliard ... 1091
nonilion ... 1054
noniliard ... 1097
decylion ... 7060
decyliard ... 1003
centylion ... 100600

Jak juz jesteSmy przy bardzo duzych liczbach, to jako CIEKAWOSTKE podajmy jak sa nazywane bardzo duze
liczby w roznych jezykach $wiata.

Googol oznacza liczbe 10" (w zapisie dziesietnym: jedynka i 700 zer). Tworca tego terminu byt Milton Sirotta, a
spopularyzowat go amerykanski matematyk i wuj Sirotty, Edward Kasner. Nazwa najpopularniejszej na $wiecie
wyszukiwarki internetowej ,,Google” powstata z niepoprawnego (przez przypadek) zapisu stowa ,,googol” (i tak juz
zostato!). Wyszukiwarka ta ma bowiem za zadanie przeszukiwanie przeogromnej ilosci danych znajdujgcych si¢ w
internecie.

Lakh — to wystepujace w jezykach Indii okreslenie liczby 700.000. Jest to rdwniez synonim ,,duzej liczby”. Sto lakh
sktada si¢ na koti (tym samym, oczywiscie: koti — to sanskrycki liczebnik, okreslenie liczby 10.000.000; jedno koti
to sto lakhow).

Miriada — jest to grecki liczebnik gtéwny, ktory oprocz tego, ze oznacza liczbe 10.000 jest tez uzywany w liczbie
mnogiej do okreslania wielkiej liczby, trudnej do policzenia, np. miriady gwiazd.

Stowa tysiac i milion w jezykach europejskich oprocz okreslania konkretnej liczby, sa rowniez synonimami ,,duzej
liczby” (np. miliony obywateli).

W jezyku hebrajskim na okreslenie nieskonczonosci stosuje si¢ liczbe 77.
W Biblii, w /8 rozdziale Ewangelii wg $w. Mateusza, czytamy (cyt. za https://biblia.deon.pl/rozdzial.php?id=261):
21 Wtedy Piotr zblizyl si¢ do Niego i zapytal: «Panie, ile razy mam przebaczy¢, jesli moj brat wykroczy

przeciwko mnie? Czy az siedem razy?» 22 Jezus mu odrzekl: «Nie mowie ci, ze az siedem razy, lecz az
siedemdziesiqt siedem razy.
co oznacza, ze zawsze trzeba przebaczac.

Z kolei w jezyku polskim mamy tez specyficzne nazwy na okre$lanie niektorych (konkretnych, mniejszych niz te
podane powyzej) liczb:

0 —null, jajo (obie nazwy zargonowe)

% — ¢wiartka, ¢wieré

/5 — potowka, pot

[w jezyku rosyjskim jest nadto okreslenie na 7/3 — trjet’]
1% —pottora

12 — tuzin,
15 — mendel
60 — kopa
144 — gros
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Przypatrzmy si¢ blizej 4 ostatnim z nich i zalezno$cig migdzy nimi:

1. Tuzin — to inna nazwa liczby dwanascie, zwykle uzywana w kontekscie liczby sztuk (np. tuzin jajek). Stowo to

pochodzi od tacinskiego duodecim. Pig¢ tuzinow (60) to kopa, za§ dwanascie tuzinow (7/44) to gros.

W nielicznych krajach tuzin uzywany jest w przy definiowaniu oficjalnych jednostek miar (np. w USA stopa
liczy tuzin cali). Uzycie /2 jako podstawy systemu liczbowego prawdopodobnie pochodzi z Mezopotamii
(mozesz je spotkac np. na tarczy zegara).

. Mendel — nieuzywane juz powszechnie inne okreslenie /5 sztuk, czyli % kopy, stosowane w Polsce od

XIV wieku. Okreslenie stosowano w odniesieniu do produktéw rolnych, np. jajek. Okreslenie to bywa
jeszcze spotykane na bazarach.

. Kopa — w Polsce w XVII-XIX w. liczba 60 sztuk = 4 mendle = 5 tuzinbw (najcz¢scie] nazwa

odnoszona do sztuk, ale takze w powiedzeniu ,.kope¢ lat”), byla stosowana do obliczania zbiorow
rolnych (snopow).

Ponadto w sredniowiecznej Polsce kopa byla to jednostka obrachunkowa dla monet, rowna np. 60
groszom praskim.

Gros (staropolskie: tuzin tuzindéw) — inna nazwa liczby /44, zwykle uzywana w kontekscie liczno$ci —
np. gros jajek.

3. Pierwiastki i pierwiastkowanie

O pierwiastkach i pierwiastkowaniu powiem krotko. Pierwiastkowanie (za pomocg pierwiastkow) jest operacja
odwrotna do potggowania, tj. znosi si¢ z nim, podobnie jak:

dodawanie i odejmowanie: 20— 3 + 3 =20, czy 20+ 3 -3 =20
mnozenie i dzielenie: 18:3-3=18,¢czy18-3:3=18

W przypadku pierwiastkowania i potggowania mamy mianowicie:
2
V42 =16 = 4, jak i V4 =22 =4
3
V4% =4 jaki V4 =4

Niewazna jest wigc tu kolejnos¢: najpierw potegowanie, a potem pierwiastkowania, czy odwrotnie — byle byly to
operacje tego samego stopnia (tu odpowiednio: 2 1 3).

Jednak — odnoszac si¢ do powyzszego przyktadu a), jednak zamiast 4 biorgc MINUS 4 — mamy:

J (—4)? = /16 = 4 — tutaj MINUS 4 nie sprowadzito si¢ do MINUS 4, lecz do 4 (a wiec mamy ,,skuche¢™)

2
a w drugg strong: Vv—4 w ogole nie istnieje! (bo nie ma pierwiastka kwadratowego z liczby ujemnej — Zzadna
liczba podniesiona do kwadratu nie daje liczby ujemne;).

— dlatego wtasnie na poczatku tego paragrafu napisatem ,,podobnie jak”, a nie ,,identycznie jak”.

Zwazywszy, 7e V42 = 4i7e /(42 =4 - mozemy napisac, ze Va? = |a| (warto$¢ bezwzgledna z a).

Z kolei \/Ez = a ( nie ma ty wi¢c juz wartosci bezwzglednej), jednak musi by¢ a = 0 (bo inaczej w ogole ten
pierwiastek by nie byt okreslony).

Na pierwiastki stosujg si¢ analogiczne wzory co na potegi:
Przy a,b + 0, zachodzg nastepujace zaleznosci:

1.
2.
3.

Na-Va=""Ya — wzor na iloczyn pierwiastkow z tych samych liczb
m
% ="%a — wzor na iloraz pierwiastkow z tych samych liczb
Na-b="a-"b — wzor na pierwiastek iloczynu
mla _ E B . . astek il

b= T wzOr na pierwiastek ilorazu
Via="Va — wzor na pierwiastek z pierwiastka
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4. Pozostaly nam jeszcze... logarytmy i (oczywiscie) logarytmowanie

Formalnie, log,b =c < a®=b (coczytamy: logarytmem o podstawie a z liczby b nazywamy taka liczb¢ ¢ do
ktorej nalezy podnie$¢ liczbg a, by otrzymac liczbe b). Logarytm jest wiec potega, do ktdérej nalezy podniesé

podstawe logarytmu, by otrzymac liczb¢ logarytmowana.

Na logarytmach majg zastosowanie nastgpujace wzory:

N ok W=

logaa =1 (boa® = a)
loga,1 =0 (boa® =1)
log,(bc) = log,b + log,c } wzory na iloczyn i iloraz

log, % = log,b — log,c liczby logarytmowanej

log,b™ =n-log,b 2 wzory na potege
logeb™ = —log,b liczby logarytmowane;j
loggb = togch _

logca 2 wzory na zamiang
log,b = lo;ba podstawy logarytmowania

Po co nam logarytmy?
Ponizej podam kilka praktycznych zastosowan logarytmow:

1.

5.

Pierwotnie logarytméw uzywano do mnozenia duzych liczb (wlasnie z tg mys$lg powstaly! — do obliczen
wartosci kosmicznych, i to rozumianych jako takie w sensie dostownym /= astronomicznych/, jak i przenosnym
/= duzych/). Wynikato to z faktu, ze logarytm z iloczynu jest sumg logarytmow, co umozliwiato zamiang
iloczynu na prostsze do przeprowadzenia dodawanie. Osoba chcaca pomnozy¢ dwie duze liczby, znajdowata w
tablicach ich logarytmy, a nastepnie dodawata je, a na koniec — znowu dzigki owym tablicom — zamieniala
wynik z logarytmu na warto$¢ owego iloczynu. Wspomniane tu, wczesniej przygotowane z duzg doktadnoscia,
tablice logarytmiczne, przez dlugie lata byly podstawowg pomocg do obliczen naukowych, geodezyjnych,
astronomicznych i inzynierskich. Z kolei do obliczen przyblizonych, jeszcze w II potowie XX wieku,
inzynierowie na co dzien wykorzystywali specjalne urzadzenia, zwane suwakami logarytmicznymi. Obecnie,
tablice logarytmiczne wykorzystuje si¢ w szkole, a suwaki logarytmiczne przeszty do lamusa, jako ze zostaty
wyparte przez kalkulatory, komputery i smartfony (z aplikacja kalkulatora).

Poziom natezenia dzwigku jest funkcja logarytmiczng natezenia dzwieku. Skala natezenia dzwicku korzysta z
Beli (przy czym na co dzien uzywa si¢ wlasciwe ich krotnosci — decybeli), czyli jednostki logarytmiczne;.
Konkretnie, wzrost nat¢zenia dzwigku o /0 Beli oznacza /0-krotny wzrost jego nat¢zenia.

W chemii stosuje si¢ logarytmy przy okazji liczenia pH roztworu wodnego zwiazku chemicznego, czyli stezenia
jonow wodorowych w roztworze.

Poniewaz logarytm jest funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej, dlatego przydaje si¢ wszgdzie tam, gdzie
rozwigzuje si¢ rownaniec wykladnicze — np. do przewidzenia liczby rat kredytu albo czasu, kiedy rozpad
promieniotworczy doprowadzi do danego stezenia pierwiastka, itp.

W sejsmologii logarytmicznie wyskalowana jest skala Richtera...

Jak wida¢ — wspomniane tu skale logarytmiczne sg szeroko stosowane w nauce i technice. Wykorzystuje si¢ je dla
odwzorowania wielkos$ci, ktore przyjmuja wartosci z szerokiego zakresu. Skala logarytmiczna jest w pewnych
zastosowaniach skalg naturalng, ze wzgledu na to, ze zmysty cztowieka reagujag na bodzce wlasnie w sposob
logarytmiczny, a nie liniowy.

Na koniec dodajmy jeszcze, ze skala logarytmiczna musi bazowac na okreslonej podstawie logarytmu (zwykle jest to
liczba 10 lub liczba e — podstawa logarytmu naturalnego rowna w przyblizeniu 2,71) 1 odnosi¢ si¢ jedynie do
warto$ci dodatnich (bo i1 logarytmy okreslone sg tylko dla liczb dodatnich).
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IX. PROCENTY

1. Procenty rozpatrywane na liczbach

1) DEFINICJA

Procent — znaczy setna cz¢sc.
Tak wiec 1 % = 1/100
Stad:

o 5%=5/100=1/20

o 20%=20/100=1/5
o 50%=50/100="%

o 73%=73/100=0,73
o 75%=75/100=%
e 100%=100/100 =1
e 300 %=300/100 = 3

2) Oblicz 30 % z 200.
Powyzsze ,,z” — to raZy
30%-200=0,3-200=060.

Metoda proporcji:
200100 %
x — 30%

x-100%=200-30% |:100%
x =60

3) Jamam 50 lat, a Ty 20.

a) Twéj wiek — to jaki procent mojego?
20/50 = 0,4 — to taka czg$¢

20/50 - 100 % = 40% — to tyle procent

20 —x

50—-100 %

50-x=20-100% 1|:50
x=20-2%=40%

b) Twdj wiek — to jaki procent mojego?
50/20-100 % =2,5-100% = 250 %

4) Przy danych jak wyzej

a) o ile procent jestem od Ciebie straszy?
250 % — 100 % = 150 %

b) o ile procent Ty jeste§ ode mnie mtodszy?
100 % —40 % = 60 %

2. Procenty w sklepie — podwyzki i obnizki cen towarow; VAT — cena
brutto, netto i tara; prowizja i narzut

1) W catej Polsce masto ma podroze¢ o 20 %. Jak obliczy¢ nowa jego cene?
x — dotychczasowa cena masta

0,2 x —podwyzka o 20 %

x +0,2x = 1,2 x—nowa cena masta
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2) w sklepie odziezowym majg wyprzedaz: ,,wszystko 30 % taniej”. Jak obliczysz nowa ceng?
x — dotychczasowa cena danego towary

0,3 x — jej obnizka

x—0,3x = 0,7 x —nowa cena towaru

Zwrd¢ uwagg na fakt, ze gdy widzisz w sklepie napis ,,obnizka do 50 %" — oznacza to, ze cena zadnego towaru nie
bedzie obnizona o wigcej niz 50 %. by¢ moze najwigksza obnizka wynosi 20 %. Widzisz wigc, jak tatwo jest dac si¢
nabra¢ (z rownym powodzeniem mogli napisac ,,obnizka do 90 %’ — tez by nie oktamali, a jak o wiele lepiej by to
brzmialo ;) ).

3) W sklepie jest promocja ,,Taniej o VAT” (ktory wynosi 23 %). Jak obliczysz nowe ceny?

Jesli myslisz, ze ,,zdejmujac” z ceny 23 % — to jeste§ w bledzie! Wtedy nowa cena by wynosit 0,77 stare;... !
x — dotychczasowa cena netto

x - 1,23 — dotychczasowa cena brutto (,,metkowa”) =y

x —nowa cena metkowa

x /1,23 x = 0,813 —taka czes$¢ dotychczasowej przyjmie nowa cena (zdejmujesz wiec 18,7 % )

0,813 y —nowa cena (po zdjeciu VAT)

4) Podczas kampanii prezydenckiej dotychczasowy pan prezydent starajacy si¢ o reelekcje zapowiedziat, ze VAT na
musztarde spadnie z 8§ do 5 % — zeby rodziny si¢ z tego cieszyty i by (w tej wielkiej radosci) odda¢ na niego swoj
glos. Ile podczas jego S-letniej nowej kadencji zaoszczgdzi na musztardzie 4-osobowa rodzina, skoro miesi¢cznie
zuzywa | musztarde, a ta dotychczas kosztowata 3,24 z1?

X — cena netto

32474 = 1,08 x
stad: x = 3
1,05 x = 3,15 zh.

Miesigcznie rodzina oszczgdza wige 3,24 zt - 3,15 zt = 0,09 zt

0,09 zt - 12 = 1,08 zt — ich roczna oszczedno$¢

1,08 zt - 5 = 5,40 zt — tyle zaoszczedzg przez catg kadencj¢ prezydenta

5,40 zk /4 = 1,35 zt — tyle oszczednosci przypadnie przez calg S-letnig kadencje na kazdego z cztonkow rodziny.
Zastanow sig¢, czy za takg kwote warto si¢ sprzedac (o ile jestes$ z innej opcji politycznej niz pan prezydent).

Narzut — to kwota lub procent jaki przy sprzedazy dodaje sklep do ceny zakupu towaru.
Prowizja — to zysk od sprzedazy towaru (tez jest liczona kwotowo lub procentowo).
Roznice migdzy narzutem a prowizja stanowia koszty sklepu.

Co to jest brutto, netto i tara?

Mnie w szkole uczyli tak:

WAGA netto — to waga cukierkow, tara — to waga opakowania, brutto — to waga cukierkéw z opakowaniem.

Aby odwazac¢ w torebce cukierki bez wagi torebki — sprzedawca najpierw ,.taruje” wage — tzn. zeruje ja gdy jest na
niej tylko pusta torebka, a nastepnie wazy cukierki (w torebce, ale bez wagi torebki).

Odniesmy teraz to do cen towarow:

e netto — to cena towar bez podatku VAT (podatku od wartosci dodanej),

e tara —to ten podatek (w Polsce — w zaleznosci od rodzaju towaru — wynosi on 0, 5, 8123 %),
e brutto — to cena tego towaru wraz z tym podatkiem.

Jesli przy stawce 23 % VAT towar kosztuje w sklepie 7123 zt — to:

1) 123 zt — to jest jego cena brutto,

2) 100 zt — to jest jego cena netto (to zostawia sobie sprzedawca ,,w kieszeni”)
3) 23 zt —to jest tara, czyli 6w VAT (to sprzedawca splaci Panstwu).

6) Towar w sklepie potanial o 20 %, a potem jeszcze o 30 %. O ile procent w sumie stanial?

X — pierwotna cena towaru

0,8 x — cena towaru po pierwszej obnizce

0,7 - 0,8 x = 0,56 x — cena towaru po 2 obnizkach, a wigc w sumie staniat o 0,44 x, a wigc 0 44 %
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Zwro¢ uwage na fakt, ze te obnizki procentowe si¢ nie sumujg! (obnizka o 20 % i potem o 30 % — to nie obnizka o
50 %, lecz 0 44 %").

7) Towar podrozat o 25 %. O ile procent musi stanie¢, by jego cena wrocita do pierwotnej wartosci?
X — pierwotna cena towaru

1,25 x — cena towaru po podwyzce o 25 %

x — koncowa cena towaru

0,25 x - o tyle musi stanie¢; ponizej liczg ile to procent:

(025x/1,25x) - 100 % = 0,2 - 100 % = 20 % — o tyle procent musi stanie¢ towar

Zwrd¢ uwage, ze jest to ta sama sytuacja co z porownywaniem wieku:
jesli ja mam 25 lat, a Ty 20 — to ja jestem od Ciebie 0 25 % starszy, a Ty jeste§ ode mnie o 20 % mtodszy.

8) Towar kosztowat 5,82 zt. Teraz kosztu je 3,49 zk. O ile procent staniat?

a) [ metoda:

3,49 z1 / 5,82 zt = 0,5997 — zatem towar staniat o 40,03 %

Zapewne chodzito o obnizke o 40 %. Sprawdzmy: 5,82 zt - 0,6 = 3,492 zt = (z dokt. do 7 gr) 3,49 zt
II metoda:

3,497zt —x

5,82zt - 100 %

Stad: x = (3,49 zt - 100 %) / 5,82 zt = 0,5997, 1 dalej kontynuujemy jak powyzej

3. Procenty w bankach — pozyczKki i lokaty

Zacznijmy od LOKAT.
Podstawowe pojegcia:

o kapital poczatkowy - kwota, jaka sktadasz do banku jako lokate (np. 10.000 zt)

e oprocentowanie roczne - oprocentowanie liczone od kapitatu w skali roku (np. & %)

e okres kapitalizacji - czas po jakim naliczone odsetki dopisywane sg do kapitatu (moze by¢: na koniec czasu
lokaty, co rok /zwykle tak jest!/, co 2 lata, ...,; ale i co pot roku, co kwartal, co 2 miesigce, co miesigc, co pot
miesigca, co tydzien, codziennie)

e stopa Kkapitalizacji - oprocentowanie w jednym okresie kapitalizacji; przy oprocentowaniu rocznym 8 % —

Wynosi ona:
Okres kapitalizacji | /rok | 2lata | 3lata | 6 mies. | 3 mies. | 2 mies. 1 mies. 1 tydz.
Stopa kapitalizacji | 8% |8%-2 | 8% -3 |8%:2 8%:4 |8%:6 8%:12 | 8%.:52
=16% | =24 % | =4 % =2% ~1,33% | 20,67 % | ~0,154 %

e rzeczywiste roczne oprocentowanie - przy obecnym sposobie wysokosci i sposobu liczenia oprocentowania,
jakie powinno by¢ roczne oprocentowanie z roczng kapitalizacjg odsetek, abyS w sumie otrzymal takg sama
kwote

e rzeczywista roczna stopa oprocentowania - liczona przy pozyczkach, pokazujaca jaka jest efektywna stopa
oprocentowania kredytu, uwzgledniajaca nie tylko oprocentowania kredytu, ale i wszelkie optaty dodatkowe
(jak np. optata przygotowawcza, oplata za rozpatrzenie wniosku, prowizja i wszelkie inne jakie tylko przyjda
bankowcom do glowy).

Pieniadze do banku mozesz zlozy¢ teoretycznie na 4 sposoby:

A) Na procent prosty, z wyplata catosci na koniec okresu lokaty.

B) Na procent prosty, z wyplatami rentierskimi co staty okres i ze zwrotem kapitalu na koniec okresu lokaty.
C) Na procent sktadany, z wyptata catoSci na koniec okresu lokaty.

D) Na procent sktadany, z wyplatami rentierskimi co staty okres i ze zwrotem kapitatu na koniec okresu lokaty.

Procent prosty - to procent raz obliczony od kapitatu poczatkowego i w takiej wysokosci doliczany do kapitatu na
koniec kazdego kresu procentowego.
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Przyktady:
1) Sktadamy 7.000 zt do banku. Oprocentowanie roczne wynosi /0 %, co znaczy, ze co rok jesteSmy bogatsi o 10 %

od 1.000 z4, tj. 0 10 % - 1.000 zt = 0,1 - 1.000 zt = 100 zt. Po roku mamy wigc o 100 zt wigcej, a wiec 1.100 zt, po
kolejnym roku - o kolejne 100 zt wiecej, tj. 1.200 zi, ...; og6lnie: po n latach: 1.000 zt + n - 100 zt

Przy tym, w opcji A) - calg tak obliczong kwote (kapitat poczatkowy + doliczone odsetki) bySmy mieli wyplacong na
koniec zadeklarowanego okresu (np. 3 lat), a w opcji B) - co rok by$my mieli wyplacane odsetki (a wiec 100 z}), a
dodatkowo na koniec kapital (1.000 zt).

2) Sktadamy 7.000 zt na kwartat przy oprocentowaniu rocznym /0 %. Wtedy po kwartale otrzymamy — zgodnie z
podkreslonym powyzej wzorem — 1.000 zt + 1/4 - 100 zt = 1.000 zt + 25 zt = 1.025 zt.

Procent skladany — to procent liczony od kapitatu zwigkszonego o procent, co kazdy okres rozrachunkowy.
Najprosciej bedzie, jak rozpatrzymy to na ponizszym przyktadzie:
Wplacamy 7.000 zt do banku na 70 % w skali roku, na 3 lata, na procent sktadany,

e 1.000 zt — tyle mamy "na wejéciu"

e 1.000zt-10% = 1.000zt - 0,1 = 100 zt — tyle zarobilismy w I roku i o tyle wlasnie zwigksza si¢ nam kapitat na
koniec I roku: 1.000 zt + 100 zt = 1.100 zt

o 1.100zt-10% = 1.1001zt - 0,1 = 110 zt — tyle zarobilisSmy w II roku i o tyle wlasnie zwigksza si¢ nam kapitat
na koniec Il roku: 7.7100 zt + 110 zt = 1.210 7}

o 1210zt -10%=1210zt-0,1 =121 zt — tyle zarobilismy w III roku i o tyle wlasnie zwicksza si¢ nam kapitat
na koniec Il roku: 1.210zk + 121 zt = 1.331 zt

Zauwaz wigc, ze:

1) co roku dolicza si¢ nam coraz wigcej (odpowiednio: 100 zt, 110 zt i 121 zt), bo za kazdym razem liczymy to
oprocentowanie od coraz to wickszego kapitatu (odpowiednio: 1.000 zt, 1.100 zt i 1.210 zt),

2) w stosunku do analogicznych obliczen przy procencie prostym, tutaj w pierwszym roku zarobiliémy akurat tyle
samo (bo w mig¢dzyczasie nic si¢ nie doliczyto do kapitatu), w drugim roku — o 70 zt wigcej (bo liczyliSmy /0 % nie
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od 1.000 z1, lecz od 1.100 z1), a w 11l roku - jeszcze wigcej, bo 21 zt (bo tym razem znowu nie liczylismy /0 % od
1.000 zt, lecz juz od 1.210 zt)

3) Powyzsze obliczenia mozna uprosci¢. Doliczenie 10 % sprowadza si¢ bowiem do pomnozenia przez 7,1 (a 23 %
przez 1,23). Tym samym mamy: 1.000zt - 1,1 - 1,1 - 1,1 = 1.000zt - 1,I° = 1.000 zt - 1,331 = 1.331 7t

H_J

po I roku
- ~ )
po Il roku
- ~ J
po III roku

A co jesli beda inne okresy rozrachunkowe? Rozpatrzmy w tym celu kolejny przyktad:

W tym celu wezmy znowu 1.000 zt i oprocentowanie w wysokosci 8 % w skali roku. Tym razem kapitalizacje
wezmy jednak kwartalng. Oznacza to, ze w skali kwartatu jest to 4 razy mniej, czyli 2 %. Nasz mnoznik wynosi wigc
1,02. Zobaczmy jak to teraz bedzie si¢ przektadato na rozne okresy:

1) Lokujemy pieniadze na rok. Po roku otrzymamy: 1.000 zt - 1,02" = 1.000 zt - 1,08243216 ~ 1.082,43 z}, a wiec
nieco wigcej niz gdyby indeksacja byta /-roczna lub (tu: rownowaznie) mieliby$Smy procent staty, gdyz wtedy doszlo
by 8 %, czyli 80 zt.

2) Lokujemy pieniagdze na 3 lata. Poniewaz daje nam to /2 okresow kapitalizacyjnych, po tym okresie otrzymamy:
1.000 zt - 1,027 = 1.000 z} - 1,26824179 ~1.268,24 z}, a wigc nie wiecej w stosunku do oprocentowania z procentem
prostym o 2,43 zt (jak bylo powyzej w ciagu roku ) razy 3 = 7,29 zl, lecz az 0 268,24 zt - 3 - 80 zt = 28,24 z}. To jest
wlasnie sita procentu sktadanego!

Od razu zauwazmy tu, ze jako ze 1,02"7 = (1,02°)° = (1,08243216)° = 1,26824179 - przy danym nominalnym
oprocentowaniu rocznym (tu: 8§ %) mozna policzy¢ ile wynosi oprocentowania skladane w skali roku (tu: ok.
8,24 % — jest to wspomniane wyzej rzeczywiste roczne oprocentowanie) i nastepnie je wlasnie uwzglednia¢ do

obliczen wieloletnich.
A teraz mam dla Ciebie zagadke w druga strong! Jesli rzeczywiste roczne oprocentowanie przy kapitalizacji

miesi¢cznej wynosi 10 %, to ile procent wynosi to oprocentowania nominalnie przy rocznym procencie prostym?
12

Ve 12
(Hﬁ) =11 |'Y
X
1+ 705 = 1,00797414

Stad x = 0,797414, a 12x = 9,57 (i to jest wlasnie odpowiedz).
Sam sprobuj odpowiedzie¢ sobie na pytania, dlaczego akurat tak nalezato to liczy¢.

Oczywiscie w opcji C) 6w procent si¢ kumuluje, a w opcji D) niestety nie, gdyz nie ma co si¢ kumulowa¢ (bo to co
narosto, za kazdym razem od razu wyptacamy).

Pozostalo nam tu jeszcze omowié¢ POZYCZKI.
Z pozyczkami, cho¢ podobnie jak z lokatami, to jednak jest bardziej skomplikowanie.... :(
Po pierwsze, na wejsciu mozesz zaptaci¢ prowizje, oplate przygotowawcza, optate za rozpatrzenie wniosku, ... To
wszystko:
e albo ptacimy na wejsciu (czyli chcae dostaé pienigdze - sami juz musimy je mieé!) lub jest
e albo powigksza kwotg naszej pozyczki i oprocz niej musimy to tez sptaca¢ w ratach (oczywiscie te optaty te sg
wtedy oprocentowane).
Nieraz bank wymaga tez:
e podpisania weksla (dokumentu pozwalajacego bankowi $ciagnigcia z nas pieniedzy poprzez komornika bez
siegania po to do sadu),
e przyprowadzania porgczycieli, gwarantow czy Zyrantow,
e ubezpieczenie tej pozyczki (z gory czy tez poprzez doliczenie tej kwoty do pozyczki i $cigganie z niej
procentow!),
e zaswiadczen z miejsca pracy, deklaracji o dochodach, umozliwienia wejrzenia do BIKu, ...
jak wiec widzisz, uzyska¢ kredyt (czy pozyczke) weale nie jest fatwo.
Nadto czgsto si¢ zdarza, ze:
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e aby moc wzig¢ 10.000 zt pozyczki, musisz wykazaé si¢, ze wezesniej co$ (np. zelazko) kupite$ na raty, bo w
przeciwnym razie, nic masz pozytywnej historii kredytowej (masz ja ,,nijaka”); z innej strony spojrzawszy,
mozna by uzna¢, ze na zelazko nie potrzebowales kredytu, bo ci¢ bylo sta¢ (nie jeste§ ,,cieniasem
finansowym”), wigc tym bardziej bank powinien Ci zaufaé¢ (,,kredyt” znaczy ,,zaufanie”!), jednak niestety tak
si¢ nie dzieje...

e Jak masz zdolno$¢ kredytowa - to kredytu nie bierzesz (bo cig¢ sta¢ na zycie/zakupy bez kredytu), a bank
wydzwania 1 zachgca ci¢ do jego wzigcia; a jak masz mniejsze dochody i gorsza sytuacj¢ finansowa, to
potrzebujesz kredytu, ale bank Ci go wtedy nie udzieli, bo niec masz wtedy zdolnosci kredytowej (jak wigc
widzisz - mamy t u do czynienia z tzw. ,,blgdnym kotem”),

e w koncu trudno CI przyprowadzi¢ porgczycieli/gwarantdw/zyrantdw, bo nikt nie chce ryzykowac sptacania nie
swoich dlugow!

Dos¢ juz jednak tego narzekania, wezmy si¢ do rozwazania rodzajow tych kredytow:

1) kredyt nie oprocentowany, raty 0 % — najlepszy: ile wzigles, tyle dajesz;

2) ,,do konca roku nie placisz” — masz odroczony termin ptatnosci pierwszej raty o kilka miesiecy :)

3) ,,pierwszej raty nie ptacisz” (lub: ,,pierwszych dwoch rat nie ptacisz”) — wedtug mnie idealna sprawa, bo nigdy nie
zaplace pierwszej raty, czyli zadnej raty nie zaplace, czyli dostatem kredyt, a nie musze go sptacaé, i ,,jest gites” :).
Tak to jednak wyglada tylko literalnie. W rzeczywisto$ci musze ptaci¢ od drugiej (czy trzeciej) raty, a t¢ pierwsza
(czy pierwsze dwie) bank mi po prostu daruje.

4) ,,pot teraz, pot za pot roku” — jesli kredyt jest nieoprocentowany, to tez nic nie ptace wigcej niz wziglem, a z 11
potowy kasy musze ,,wyskoczy¢” dopiero za pot roku.

5) sptacasz kredyt w ratach malejacych: jak wziates 500 zt na 5 miesigcy, to po miesigcu oddajesz /00 zt (kapitalu) +
% od 500 zt; miesigc pdzniej — znowu 100 zt kapitatu + % ale liczony juz tylko od 400 zi, ... — jak wiec widzisz
kwota kapitatu do splaty maleje Ci liniowo (w statych odstepach czasu o stata kwote), a odsetki ktore do tego placisz
maleja ci liniowo (tj. o statg kwote). Jesli — dajmy na to — odsetki od pozostatem do sptaty kwoty wynosza 1% w
skali miesigca, to Twoj grafik sptaty wygladatby nastepujaco:

. Na koniec miesigca splacasz .
LP Masz do splaty kapitat Kapital 5 dseiki P p— Zostato Ci do sptaty
1 500 100 5 105 400
2 400 100 4 104 300
3 300 100 3 103 200
4 200 100 2 102 100
5 100 100 1 101 0
RAZEM SPLACILES: 500 15 515

Tutaj réznice migdzy poczatkowymi a koncowymi ratami sg nieznaczne, jednak gdy kredyt jest brany na wiele lat -
sg one bardzo znaczace. Wtedy mogto by si¢ okazac, ze nie sta¢ Ci¢ na optacanie takich wysokich poczatkowych rat
- i wtedy decydujesz si¢ na:

6) wzigcie 1 sptacanie kredytu w ratach statych. Przez pierwszy miesigc naro$nie Ci tyle samo odsetek - po miesigcu
splacisz je w calosci, jak i cze$¢ kapitalu, ale mniejsza niz to bylo powyzej. W wyniki wyniku tego ta Twoja rata
bedzie trochg nizsza niz to miato miejsce powyzej, jednak odsetki liczone do II raty beda ciut wigksze, bo obliczone
od wigkszego pozostatego do sptaty kredytu. W sumie kredyt ten bedzie Ci tatwiej pozyskac i tatwiej sptaca¢, jednak
w ogolnym rozrachunku wigcej w tej opcji zaplacisz niz w poprzedniej. Zobacz analogiczng dla niego - jak do
poprzedniego - symulacje:

LP Masz do splaty kapitat - Na koniec mICSIQCE.I splacasz Zostato Ci do sptaty
kapitat odsetki razem
1 500,00 98,02 5,00 103,02 401,98
2 401,98 99,00 4,02 103,02 302,98
3 302,98 99,99 3,03 103,02 202,99
4 202,99 100,99 2,03 103,02 102,00
5 102,00 102 1,02 103,02 0
RAZEM SPLACILES: 500 15,10 515,10
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Widzisz, ze tu mozesz mie¢ mniejszg zdolnos¢ kredytows (zamiast 105 zt — zaledwie 103,02 zb), jednak w sumie
zaplacisz o 0,10 z wigcej). Tak wigc "co$ za cos" ;)

Taka tabele laikowi nie jest fatwo zrobi¢; profesjonalisci wykorzystujg do jej stworzenia albo specjalne zwory, albo
korzystaja w Excelu z funkcji ,,szukaj wyniku”.

4. Procenty w placach i podatkach od nich (placa: brutto, netto i tara; progi
podatkowe; progi podatkowe a podatek liniowy)

Jak wiesz, istnieje co$ takiego jak ,,koszty pracy”. Dajmy na to, ze w Polsce kto$ zarabia doktadnie 5 tys. ztotych
brutto (stan na 3 V12021 r.).

Ile wtedy dostanie ,,na r¢gke”, czyli netto? Poniewaz na roznicg (targ) sktada si¢ wiele sktadnikow, najlepiej zrobié to
z wykorzystaniem tzw. kalkulatora placy https://www.money.pl/podatki/kalkulatory/plac/ . Otrzymujmy z niego:

Wynagro- Wynagrodzenie TARA (czyli koszty po stronie pracownika) Wynagrodzenie
dzenie Ubezpieczenia NETTO
Podatek | RAZEM .
BRUTTO | emerytalne | rentowe | chorobowe | zdrowotne | RAZEM odate (4. ,,na reke”)
5.000,00 488,00 75,00 122,50 388,31 1.073,81 324,00 | 1.397,81 3.602,20

Jak wigc widzisz — niby zarabiasz 5.000 zi, a de facto ,,do r¢ki” (czy raczej na konta) otrzymujesz 3.602,20 zt, czyli
(3.602,20/5.000) - 100% = 72,044 % owej ptacy brutto.

A teraz zobaczmy ile na t¢ twoja wyplate musi wylozy¢ twoj pracodawca. Z tej samej strony otrzymujemy
nast¢pujacy wynik:

Wyna- Dodatkowe koszty pracodawcy Razem
grodzenie Ubezpieczenie pracownika sktadki Koszty
pracow-
. . RAZEM -
nika | emerytalne | rentowe | wypadkowe | RAZEM | T "MZ | Gop | RAZEM praco
pracy dawcy
brutto
5.000,00 488,00 325,00 83,50 896,50 | 100,00 5,00 | 105,00 | 1.001,50 | 6.001,50

Jest to tak zwana (przeze mnie) kwota ,,brutto-brutto”, bo ubruttowieniu (zwigkszeniu) ulegta kwota, ktora i tak byla
juz brutto.

Ponizej zobaczmy, jak si¢ majg do siebie kwoty netto, brutto i ,,brutto-brutto”:

+ 66,61 %
+38.80 % +20,03%
’;‘ i
3.602,20 -— 3.000 — 6.001.50
-27.96 % _16.69 %
39,98 %

A teraz wyobraz sobie, ze kupujesz sobie telewizor wlasnie za 3.602,20 zt (czyli cala twoja wyplate netto).
Policzmy ile kosztuje ten telewizor netto, a ile wynosi VAT (w wysokosci 23%).

X — cena netto telewizora

1,23 x — cena brutto telewizora

1,23x=3.602,2027t | : 1,23

x=2928,62zt

a co za tym idzie VAT wynosi reszt¢ kwoty, tj. 3.602,20 zt — 2.928,62 zt = 673,58 zt — tyle jeszcze idzie do Panstwa

Jak wigc widzisz: aby$ mogl kupi¢ telewizor za ktory sprzedawca dla siebie wezmie niecate 3 tysigce — twoj
pracodawca musi przeznaczy¢ dla Ciebie i dla Panstwa ponad 6 tysigcy, a wiec ponad dwa razy wiecej! Na rzecz
Panstwa idzie wigcej pienigdzy niz dla Ciebie! Zapewne dotychczas nie zdawale$ sobie z tego sprawy!
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Pozostaje nam do omdwienie jeszcze system podatku dochodowego obowiazujacego w Polsce.

Jest on do$¢ skomplikowany i co rusz si¢ zmienia (politycy lubig ,,majstrowac” przy pienigdzach), dlatego ponizej
omowie jedynie jego idee.

Ogolna za$ jego idea jest taka, ze Panstwo, to — fiskalnie rzecz ujmujac — do$¢ dziwna instytucja. Tym ktorzy nie

zarabiaja pienigdzy — daje je, a od tych ktorzy je zarabiajg — zabiera je, i to tym wiecej (i to nie tylko kwotowo, ale i
procentowo!), im wigcej oni zarabiaja.
Jakie stad ptyna wnioski:
1) Panstwo karze Ci¢ za to ze jeste$ zaradny i ze zarabiasz pieniadze, ze przyczyniasz si¢ do rozwoju gospodarki,
ze ci ,,si¢ chee”.
2) jesli jestes cwaniakiem (czy cwaniaczkiem) — nie pracuj i nie zarabiaj pienigdzy — wtedy na pewno Panstwo ci
ich nie wezmie, lecz wrecz da!

RYS — Kura oskubana do cna po wyjsciu z urzedu skarbowego

Spostrzezenie:
Jesli robig zakupy (tj. daje komu$ zarobic), to im wigksze je robie, tym procentowo mniej ptacg — dostaje rabat.

Analogicznie, im wigcej zarabiam, a tym samym wigcej ptace podatkéw, tym mniej procentowo powinienem ich
ptaci¢ (powinienem dosta¢ ,rabat”), a tymczasem jestem jeszcze bardziej nimi obcigzany! Jest to dla mnie
niezrozumiate!

[ Rzecza, ktorg najtrudniej w Swiecie zrozumied, jest podatek dochodowy. (Albert Einstein) ]

Podatki ptaci si¢ od wszystkich legalnych zarobkéw brutto (dopiero po zaptaceniu podatku mamy kwotg zarobku
netto).
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[ Na tym $wiecie pewne sg tylko $mier¢ i podatki. (Benjamin Franklin) ]

W ciagu roku podatkowego (pokrywajacego si¢ z rokiem kalendarzowym) stosowne zaliczki podatku dochodowego
placi za ciebie co miesigc Twoj pracodawca (a gdy sam jestes$ przedsi¢biorcg — to sam je za siebie placisz).
Na koniec roku (a wlasciwie na poczatku kolejnego, gdy uzyskasz od pracodawcoéw stosowne druki PIT) — sumujesz
wszystkie przychody, odliczasz od nich koszty uzyskania — i w ten sposob uzyskujesz swoj dochod brutto. Od niego
liczysz podatek i sprawdzasz ile juz Ty (czy Twoi pracodawcy) zaptaciliscie owego podatku w miesigcznych
zaliczkach. Jesli masz niedoptate — to doptacasz, a jesli nadptate — to Panstwo Ci jg zwraca.
Niby proste. Jednak mozesz stosowaé rézne ulgi i odliczenia (tak od dochodu, jak i od podatku):

1) Kwota wolna od podatku
Kiedys byta jedna kwota wolna od podatku — dawata jak gdyby dodatkowy prog podatkowy.

UWAGA! Prog podatkowy to przedziat w skali podatkowej (a nie — jakby sugerowala ta nazwa — granica
miedzy tymi przedziatami). Progi te dla osob fizycznych ustalane sa w Polsce co roku odgornie i obowigzujg
w rozliczeniach podatku dochodowego za ten rok.

Gdyby tak byto w 2020 r. — mieliby$my:

1) do kwoty 8.000 zt — nie placi si¢ podatku (mozna powiedziec¢, ze jest to ,,zerowy” prog podatkowy)

2) od nadwyzki od kwoty 8.000 zt do 85.532 zt — ptaci si¢ 17 % podatku (mozna tez powiedzie¢, ze pltacimy 17 %
od calego zarobku nie przekraczajacego kwoty 85.532 zt minus 1.360 zt — to jest wiasnie 17 % z 8.000 zt kwoty
wolnej od podatku); przy zarobku 85.532 zt da nam to podatek w wysokosci: 13.180,44 zt

3) odnadwyzki od kwoty 85.532 zt ptacimy jeszcze 32 % podatku

4) Ponadto od kwoty ponad / min zt zaptacimy DODATKOWE 4 % podatku (jest to wigc kolejny prog
podatkowy!).

Jednak w Polsce wprowadzono zmiany owej kwoty wolnej od podatku i w 2020 roku uzalezniono jg od dochodu:

e dla dochodow rocznych do 8.000 zt wynosi ona 1.360 zt,

e dla osob zarabiajacych miedzy 8.000 a 13.000 zt wynosi ona 1.360 zt pomniejszone o kwote: /834 zt 88 gr -
(dochod — 8.000 z)] : 5.000 zt,

e dla 0s6b zarabiajacych miedzy 13.000 zt a 85.528 z1 kwota ta wynosi zawsze 525,12 zi,

e Ci z kolei, ktorzy zarobili pomiedzy 85.528 a 127.000 z¥ musza skorzysta¢ ze wzoru pomniejszajacego kwote
525,12 0. [525,12 x (dochdd — 85.528 74)] : 41.472 7k,

¢ dla dochodéw wyzszych niz 127.000 zt kwota wolna od podatku wynosi 0 zt.

Jak wigc widzisz — réwno to skomplikowali!

CIEKAWOSTKA!

Z tej kwoty wolnej od podatku korzystaja w ten sposéb, Ze w ogoéle nie ptacq podatku, praktycznie tylko osoby
pracujace w sezonie wakacyjnym — przez dwa lub trzy miesigce moga one legalnie zarobi¢ do § tysiecy ztotych
brutto, a potem — w nast¢pnym roku po rozliczeniu si¢ z fiskusem — cata kwota odprowadzona w ramach podatku
jest im zwracana. Osoby pracujace standardowo w kazdym miesigcu musiatyby zarabia¢ niewiele ponad 600 zt, zeby
moc otrzymac zwrot catego podatku (co jest kilka razy ponizej pensji minimalnej!). Jak widzisz — gdy ktos zarabia
na poziomie ledwo dajacym mozliwo$¢ utrzymania si¢ — mimo takiej (eufemistycznie méwigc) mato komfortowej
dla niego sytuacji, i tak musi ptaci¢ podatki ®

2) Ulgi podatkowe, jak np. ulga internetowa, czy budowlana. Niektore tego typu ulgi odlicza si¢ od dochodu, a
niektore od podatku. Trzeba wiec uwazac...

3) Potencjalny zysk wynikajacy ze wspolnego rozliczenia

W Polsce matzonkowie nie majacy rozdzielnoSci majatkowej, moga rozliczaé si¢ wspolnie. Pierwszy plus
wynikajacy z takiej sytuacji, to fakt, ze miast dwoch sktadajg tylko jedna — wspdlng — deklaracje PIT. Drugi jednak —
glowny — profit, to fakt Zze moga na tym zaoszczegdzi¢ pienigdze. Jest tak jednak tylko wtedy, gdy jeden z matzonkow
zarabia szczegdlnie duzo (i wskoczytby na drugi prog podatkowy), a drugi zarabia niewiele lub nic. Wtedy, dzigki
rozliczaniu wspolnemu, lepiej zarabiajacy matzonek nie bedzie ptacit wedhug progu 32%, lecz matzenstwo wspolnie
bedzie rozliczane z progu 17%. Ponadto gdy mniej zarabiajacy matzonek zarabia ponizej 8.000 zt (lub nic nie
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zarabia) — wowczas dodatkowo bedzie mozna skorzysta¢ — odpowiednio — jz brakujacej czesci, czy wrecz z catosci z
owego ,,zerowego” progu podatkowego ©

Inaczej mozna to uja¢ w ten sposob, ze 6w zysk przy wspolnym rozliczeniu wynika z faktu, ze progi podatkowe,
ktore ustalane sg dla pojedynczego pracownika, w przypadku par rozliczajacych si¢ wspdlnie, sg po prostu
podwajane. W zwiazku z tym maksymalng kwota roczna zarobku dla pierwszego progu w przypadku
malzenstw jest juz nie 85.528 zk, a 171.056 z1, a kwota wolna — nie 8.000 zt, lecz 16.000 zt.

W Polsce przedsiebiorcy mogg si¢ rozliczaé:

1) wedlug przedstawionego powyzej schematu progresywnego, lecz z odliczeniami,

2) liniowo — 17 % od dochodu (wtedy nie wchodza w progi podatkowe, ale i nie stosuja zadnych ulg ani odliczen —
jak wiec widzisz, mamy tu tzw. ”co$ za cos”),

3) wedlug tzw. ,karty” ptaca zryczattowany (tj. odgornie ustalony kwotowo) podatek w zaleznosci od rodzaju
wykonywanej dzialalno$ci, liczby zatrudnianych osob i wielko$ci miejscowosci w ktorej te dziatalnosc
prowadza).

Wybdr sposobu opodatkowania zalezy od przedsigbiorcy (zrozumiate, Ze zanim to zrobi dokonuje stosowych
obliczen, ktora z tych form jest dla niego najbardziej optacalna).
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X. POWIAZANIA 1 PODZIALY

1. Przyporzadkowania jednoznaczne, czyli funkcje

Jak przypuszczam, ze szkoty zapewne Zle wspominasz funkcje, gdyz wprowadzane sg czg¢sto w bardzo abstrakcyjny
sposob. Wyttumaczg wigc Ci czym jest ta funkcja — tak ,,na chtopski rozum™?

Jest ona przyporzadkowaniem jednoznacznym elementom jednego zbioru (zwykle jednej kategorii) elementow
z drugiego zbioru (rowniez jednej kategorii, by¢ moze tej samej, ale zwykle innej).

Tez skomplikowanie, ale juz przechodz¢ na praktyke — poprzez podanie konkretnych przyktadow funkcji:

o Kazdemu drzewu w parku przyporzadkowujemy jego gatunek (zawsze jest to jednoznaczne — kazde drzewo jest
jednego konkretnego gatunku: jest klonem, brzozg, jodla, ... ); 2 zbiory o ktorych byla wyzej mowa,
to odpowiednio: zbidr drzew i zbidr gatunkow drzew;

e kazdemu czlowiekowi (oprocz Adama i Ewy i tym, ktorzy urodzili si¢ w wyniku partenogenezy) — jego
biologicznego ojca;

e kazdemu czlowiekowi jego pierwsze imig;

e kazdemu cztowiekowi liczbe jego rodzenstwa;

e kazdemu towarowi w sklepie — ceng brutto;

e kazdej ksigzce — tytul.

Nie sg funkcjami nastepujace przyporzadkowania:
e kazdemu cztowiekowi — imi¢ (bo moze mie¢ ich kilka);
e kazdemu cztowiekowi — rodzica (bo nie bgdzie wiadomo ktérego);
e kazdej miejscowosci — ulice (bo zwykle ma ich wigcej niz jedng).

2. Pary funkcji odwrotnych

Czy mozna odwrocié rzeczywistos¢? W matematyce — owszem!

Jesli wyciagnatem z konta 7.000 zt — to jak przywrocic je do poprzedniego stanu? — Nalezy zasili¢ je kwota 1.000 zt.
Jak wigc widzimy, operacjg odwrotng do odejmowania jest dodawanie.

Co z kolei bedzie jesli wptace na konto 2.000 zt — ile wtedy bed¢ mogt maksymalnie z niego wyciagnaé, by nie zejs$¢
ponizej kwoty sprzed tej wplaty? Oczywiscie tez 2.000 zt. Tak wigc operacja odwrotng do dodawania jest
odejmowanie.

Lacznie daje nam to, Zze ta odwrotnos¢ dzialta w dwie strony — jest wzajemna: dodawanie i odejmowanie sg
dziataniami wzajemnie odwrotnymi.

Analogicznie jest z mnozeniem i dzieleniem. Jesli dwukrotnie zmniejszymy stan konta, to — aby wrocit on do
pierwotnego stanu — musimy podwoi¢ znajdujace si¢ na nim zasoby pieni¢zne. Analogicznie jest i w drugg stro2ng¢ —
jesli podwoitem pienigdze na koncie, to moge dwukrotnie zmniejszy¢ te zasoby, by doj$¢ do stanu pierwotnego. Tak
wiec 1 mnozenie i dzielenie sg operacjami wzajemnie odwrotnymi.

Analogicznie funkcjami wzajemnie odwrotnymi sg potggowanie i pierwiastkowania. Wszak (przy zalozeniu:

a,b = 0) va = b oznacza to samo, co a = b? (korzystali$my juz z tego przy obliczeniach ksero).
W koncu jesli miedzy liczbami b (> 0) i c istnieje zalezno$§¢ logarytmiczna, tj. log, b = ¢, gdzie a jest pewng
ustalong liczba (oczywiscie — ze wzgledu na wymogi stawiane logarytmom — musi by¢: (a> 0,a # 0) — to (z

definicji logarytmu) mamy miedzy nimi zalezno§¢ wyktadnicza: a® = b. Rowniez i ta zalezno$¢ dziata w druga
strong: jesli istnieje migdzy dwiema liczbami zaleznos¢ wyktadnicza (jak wyzej), to i istnieje miedzy nimi zalezno$¢
logarytmiczna (tez jak wyzej).

Ta zalezno$¢ oznacza na przyklad, ze gdy mamy radio z potencjometrem glo$nosci (z pokrettem lub suwakiem) ze
skalg logarytmiczng — to przesunigcie suwaka o taki sam odcinek lub przekrgcenie pokretla o taki sam kat — to
dodanie czy odj¢cie takiej samej liczby decybeli, jak rowniez czy tez pomnozenie czy podzielenie poziomu glo§nosci
n-krotnie (np. 2-krotne zwigkszenie glosnosci, to jej wzrost o 3 dB; wzrost 0 9 dB — to 8-krotne podglosnienie, bo
9 = 3 4 3 + 3, a za kazda trojka kryje si¢ pomozenie glo$nosci przez 2, czyli w sumie o0 2 - 2 - 2 = 8 razy).
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3. Porzadki (czyli ciagi)

Moze znane jest Ci z kart pojecie ,,sekwens”. Mie¢ sekwens — znaczy mie¢ kilka kolejnych co do wartosci kart w
tym samym kolorze. Sekwens oznacz wigc sekwencj¢ — uktad liniowy jakichs obiektow ustanowiony wedtug jakiejs
reguly.

W matematyce taki uktad nazywa si¢ ciagiem. W matematyce w ciggu nie musi by¢ jednak zadnej reguty wedtug
ktorej miatyby by¢ ustawione wystepujace w nim elementy. Nieraz zamiast ,,cigg” mowi si¢ ,,szereg”.

Ciggi moga by¢ zbudowane/ustawione z czegokolwiek: z ksigzek (na podlce), guzikéw (na makiecie marynarki),
krawatow (na wieszaku), ...

Ciag moze tez by¢ ustawiony z liczb — wtedy mamy do czynienia z ciggiem liczbowym.

Jezeli jest tak, ze w ciggu tym kolejne wyrazy roznig o statg warto$¢ (liczbe) — to wtedy mamy do czynienia z
ciagiem arytmetycznym.

Przyktad:

Mamy w skarbonce 30 ztotych i kazdego dnia wrzucamy do niej 2 ztote. Zawarto$¢ skarbonki w kolejne dni tworzy
mam cigg liczbowy rosngcy: 30, 32, 34, 36, ...

Jezeli z kolei z konta bankowego na ktorym jest 4.000 zt bedziemy codziennie wyjmowaé 50 zlotych — to
otrzymamy ciag arytmetyczny malejacy: 4.000, 3.950, 3.900, ...

Inny rodzaj ciaggu — to ciag geometryczny. W jego przypadku kolejne wyrazy otrzymujemy przez pomnozenie
obecnej wartosci przez pewng (ustalong, statg) liczbg.

Powiedzmy, ze kto$ prowadzi przedsi¢biorstwo o miesi¢cznej rentownosci 50 %. Jego kapitat poczatkowy stanowi
1.000 zt, a wszystkie zarobione pienigdze sg reinwestowane. Jak bedg ksztattowaé si¢ te kwoty co miesigc: 1.000,
1.500, 2.250, ... — doda¢ 50 %, znaczy uzyska¢ 150 % dotychczasowej wartosci, tj. dotychczasowa warto$¢

. 150 .
pomnozy¢ przez - -, czyli przez 1,5.

Procent skladany — to ciag geometryczny
Rozpatrzmy sytuacje. Wktadamy do banku 5.000 zt na 10 % w skali roku, na 3 lata.
Zobaczmy jak si¢ beda ksztattowaty wysokosci zgromadzonych zasobow pienigznych co roku.

Czas Konto Doliczone w tym roku odsetki
Na poczatku | 500 j
Po roku 550 % 50
Po 2 latach | 605 % *1ss
Po 3 latach | 665,50 <) 6050
1‘,1 : (‘),1

Jak widaé, co roku dolicza si¢ 70 %.
Co roku sg to coraz wicksze kwoty, bo owe 10 % jest liczone od coraz wigkszej kwoty:
e Na poczatku mamy x.
o Poroku:x+ 10%x=x+0,1x=11x
e Pollatach: [,Ix+10%-1,1x=11x+01-11x=(1+01)-1,1x=11-11x=11"x
e Po 3 latach: od razu wida¢, ze to bedzie: 1,17 x
e Ogolnie — po n latach: 7,1 " x (np. po 10 latach: 1,1 '’ x).

Mozna tez poda¢ ogdlny wzor: K, = (1 + p)"™ - K, gdzie:
K,, — zgromadzony kapitat po » latach,

K— kapital poczatkowy,

p — oprocentowanie (uwaga! 15 % = 15/100 = 0,15),

n — liczba lat na ktore zatozylismy lokatg.
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4. Podzialy i hierarchie

Podzialem jakiego$ zbioru 4 nazywamy (formalnie powiedziawszy) zbior jego podzbioréw: niepustych,
rozlacznych, w sumie dajacych nam caty zbior A.

Jesli wigc masz np. zbidr {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9! — to mozna go podzieli¢ chociazby na nastepujace 3 zbiory:
{1, 3,5, 7, 9 {2, 4, 6}, {8. Jak widzisz — kazdy z nich jest niepusty, sa one roztaczne (zadne 2 z nich nie maja
elementu wspolnego) i zawieraja wszystkie elementy wyjsciowego zbioru.

Kolejnym sposobem zachodzenia zaleznosci miedzy zbiorami jest hierarchia. Tworzy ja ciag wzajemnie
zawierajacych si¢ w sobie zbiorow. Tak jest np. w przypadku hierarchii koscielnej, gdzie mamy: lud wierny — jego

czg$¢ stanowiag osoby konsekrowane (ksigza, bracia i siostry zakonne) — cze$¢ tego zbioru stanowig ksieza — czgsc
tego zbioru stanowig biskupi — cze$¢ tego zbioru stanowig arcybiskupi — czes$¢ tego zbioru stanowiag kardynatowie —
czes¢ tego zbioru stanowi papiez.

Podobnie jest w szkole: spotecznos¢ szkolna — nauczyciele — dyrekcja

Podobnie jest tez w wojski, w policji, w zaktadzie pracy.

Co prawda tych dwoch poje¢ nie wprowadza si¢ w szkole, ale postanowitem je tu poda¢, ze wzgledu na to, ze bardzo
czgsto wystepuja w zyciu.

62



XI. POMIARY | OBLICZENIA NA PLASZCZYZNIE | W
PRZESTRZENI

1. Plaszczyznowe obiekty, ich pomiary i obliczenia

W tym paragrafie zajmiemy si¢ geometrig ptaszczyzny.
Plaszczyzna jest nieograniczong z zadnej strony strukturg dwu-wymiarowa. Tym co na niej znajdziesz (z
matematycznego punktu widzenia) — to mogg by¢:

e punkt, odcinek, potprosta, prosta;

e krzywa, tamana (w tym tamana zamknigta), okrag, ...;

o wielokat, kolo, ...

RYS — Trygonom-agronom odmierza pole (ziemig)
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Obiekty z p. 1. sprowadzajg si¢ do jednego wymiaru (kazdy z nich mie$ci si¢ na jakiej$ prostej).
Nie posiadajg one pola, ale jedynie dlugos¢:

e punkt—0,

e odcinek — skonczong niezerowa,

e polprosta i prosta — nieskonczona.

Tak wiasciwie, to punkt mozna okresli¢ jako obiekt O-wymiarowy: nie ma on ani szeroko$ci, ani dtugosci, ani
wysokosci.

Obiektow z p. 2. nie da si¢ umiesci¢ na zadnej prostej — rzeczywiscie wymagaja one plaszczyzny jako swojej ,,bazy”
na ktorej sg umieszczone. Mimo to nie posiadajg one pola, lecz jedynie dtugosé.

Obiekty z p. 3. maja tak obwod, jak i pole. W przypadku wielokatow — ich obwdd (oznaczany L od z ang. lenght =
dlugos¢) liczy sie sumujgc dtugosci wszystkich bokoéw danego wielokgta. W szczegdlnos$ci:
e w trapezie (czworokacie o co najmniej jednej parze bokéw réwnolegtych) L=a+ b+ c+d, gdziea, b,cid
— to dhugosci jego poszczegolnych bokow;
e w rownolegloboku (czworokacie o 2 parach bokoéw rownolegltych) i w prostokacie (rownolegtoboku o katach
prostych) L = 2a + 2b, gdzie a i b to dlugosci bokow (krotszego 1 dhuzszego);
e w rombie (réwnolegtoboku o réwnych bokach) i w kwadracie (jest to prostokat o rownych bokach, jak i romb
o prostych katach) L = 4a, gdzie a to dtugos¢ boku;
° w wielokatach foremnych, tj. o rownych bokach i rownych katach (sg to np. trojkat rownoboczny, kwadrat,
pigciokat foremny, sze$ciokat foremny, ...) L = n - a, gdzie n oznacza liczb¢ bokow, a a dlugos¢ kazdego z nich.

Z kolei w przypadku kota — jego obwod liczy si¢ wedtug wzoru: L = 2nr, gdzie L (od z ang. lenght = dlugosc)
oznacza obwod, 7 (pi) to stata rOwna w przyblizenie 3,714159, a r to dtugo$¢ promienia tego kota.

Po co liczy si¢ obwod? — Aby wiedzie¢ ile potrzeba ptotu na ogrodzenie dzialki, ile potrzeba laméwki na obszycie
dywanu, ile bedzie potrzeba kostki granitowej na obwiedzenie rabaty, ...

Drugg rzecz, ktorg zwykliSmy liczy¢ w przypadku figur geometrycznych, jest ich pole (oznaczane symbolicznie
przez P). Liczy si¢ je aby wiedzie¢: ile potrzeba farby do pomalowania danego obiektu (np. sufitu), ile potrzeba
trawy do wysiania na ogrodku, ...

Aby je wyznaczy¢, korzysta si¢ z nastepujacych wzorow:

e dlakota:P =m- 12,

e dla réownolegtoboku, rombu, prostokata: P = a - h (gdzie a to dlugos¢ podstawy, a 4 to wysokos¢),

e dlakwadratu: P = a? oraz P = % d? (gdzie d to dtugosé przekatnej),

e dlatrapezu: P = aZLb - h (gdzie a i b to dlugosci podstaw, a & to wysokos¢),

e dla deltoidu oraz (dodatkowe wzory wzgledem juz wyzej podanych) dla rombu i trapezu P = % -dq - dy, gdzie
d; 1d, to dlugosci ich przekatnych,
e dla trojkata P = %-a-h (gdzie a to dlugo$¢ jednego z jego bokow, a h - wysokos¢ ), a dla trojkata

2
rownobocznego dodatkowo P = aTﬁ .

2. Przestrzenne obiekty, ich pomiary i obliczenia

Tak jak geometria ptaska dotyczyla glownie figur, tak geometria przestrzenna dotyczy gtownie bryt.
W ich przypadku liczymy gtownie 2 warto$ci:
e pole powierzchni, przy czym moze to by¢ pole powierzchni calkowitej (P lub P,.), podstawy (P,), czy pole
powierzchni bocznej (Pp)
e iobjgtosc
Pole liczymy — znowu cho¢by po to, aby wiedzie¢ ile potrzeba farby na pomalowanie, ...
Z kolei objeto$¢ — aby moc obliczy¢ cigzar wlasciwy, ile do pojemnika o okreslonym ksztatcie wejdzie ptynu, na jak
dlugo starczy powietrza w zamknigtym pomieszczeniu, ...

Najpierw kilka definicji podstawowych bryt geometrycznych:
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GRANIASTOSLUPY

Graniastoshup (bryta, ktéra ma 2 podstawy bedace identycznymi wielokatami, a $ciany boczne sg prostokgtami —
wtedy jest to graniastostup prosty, lub prostokatami i rownoleglobokami — wtedy jest to graniastostup pochyty).
Prostopadlo$cian — graniastostup o podstawie prostokatne;.

Graniastostup foremny — graniastostup prosty o podstawie bedacej wielokatem foremnym

OSTROSLUPY

Ostroshup — bryla o podstawie bedacej wielokatem i o pozostalych $cianach bedacych trojkatami o wspolnym
wierzchotku.

Ostrostup prawidlowy — ostrostup o podstawie bedgcej wielokgtem foremnym

Ostrostup prosty — ostrostup, ktoérego wszystkie krawedzie boczne sg rownej dtugosci (jego podstawa musi by¢
wielokat foremny, a jego wysoko$¢ musi padac na srodek podstawy)

BRYLY OBROTOWE

Walec — bryta powstata w wyniki obrotu prostokata wokot jednej jego krawedzi

Stozek — bryta powstata w wyniku obroty trojkata prostokatnego wokoét jednej z jego przyprostokatnych

Kula — bryta powstata w wyniku obrotu kota wokot jego srednicy

Powierzchnia kuli — to sfera; mozna ja zdefiniowac, jako powierzchnig powstata w wyniku obrotu okregu wokot
jego $rednicy.

Wzory:
Bryta Pole Objetose
Graniastostup P=2-B,+ P V=5b"h
przy czym P, liczymy sumujac pola sktadajacych si¢ na nie
pol scian bocznych (prostokgtéw jesli jest to graniastostup
prosty, a rownolegtobokéw w przypadku graniastostupa
pochyltego)
Prostopadlo$cian P.=2-(ab + ac + bc) V = abc
Ostrostup . P, =.Pp + Py . . . V=s:Ph
przy czym P, liczymy sumujac pola sktadajacych si¢ na nie 3
pol Scian bocznych (trojkatoéw)
Walec P.=2-P,+ Py = 2nr? + 2mh = 2n(r + h) V=nr’-h
Stozek P.=P,+P,=nr?>+nrl =nr(r+1) y=ti2.p
= 2 4
Kula P = 4nr V= - 3
Sfera P = 4mr? -
Legenda:
P -pole

P, - pole catkowite

B, - pole podstawy

Py, - pole boczne

a, b, ¢ - krawedzie prostopadto$cianu

h - wysoko$¢ (bryty)

[ - tworzaca (odcinek taczacy dowolny zewnetrzny punkt podstawy ostrostupa z jego wierzchotkiem)
7 - stata pi (rowna w przyblizeniu 3,74159)

Zadanie

Ile potrzeba kupi¢ puszek farby aby pomalowac pokoj o wymiarach 3 na 4 metry, o wysokosci 2,65 m , jesli:
- Sciany chcemy pomalowac farbg szara, a sufit jasna,

- konieczne jest podwdjne malowanie,

- jedna puszka starcza na pomalowanie /0 m* powierzchni.
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Najpierw zajmijmy sie sufitem. Ma on 3 - 4 = 12 m? powierzchni. Potrzebujemy wiec farbe na 2 - 12 m? = 24 m?
powierzchni. Poniewaz 24/10 = 2,4 — potrzebujemy wigc kupic¢ 3 puszki farby biatej (2 nam nie starcza!).

Teraz zajmijmy si¢ Scianami. Dla utatwienia mozemy przyjac, ze Sciany tworzg mur o dtugosci 2-3m+2-4m =
14m i o wysokosci 2,65 m. Tym samym mamy do pomalowania 14 m - 2,65 m = 37,1 m? éciany, a wicc farby
potrzebujemy na 2 - 37,1 m? = 74,2 m?. A poniewaz 74,2/10 = 7,42 — zatem potrzebujemy kupi¢ 8 puszek farby
szarej).

3. ,,Padal deszcz”, czyli o przechodzeniu mi¢dzy wymiarami ;)

Gdy styszysz, ze na I m” napadato 16 litrow wody, to jak wysoki jest stup wody (o ile w ogole nie wsigkta w ziemie
ani nie splyneta)?

Policzmy, a w tym celu najpierw pomy$lmy! / m’, to 70 dm - 10 dm <10 dm = 1.000 dm’, czyli 1.000 1.

Mamy wiec, Ze w sze$cianie o podstawie 7 m’ i wysokosci / m wchodzi 1.000 1. Ten I m wysokosci, to inaczej 100
cm, czyli 100 - 10 mm = 1.000 mm. Kazdemu mm odpowiada wigc / 1. Tak wiec / 1 ,,rozlany” na powierzchni
doktadnie / m* da nam wysoko$é / mm. 16 litrow da wiec nam wysokos¢ 16 mm, czyli 7,6 cm. I po zadaniu ©

Policzylismy tu 7 litr (I dm’) na jaka wysoko$¢ sic przektada przy podstawie graniastostupa I m’ (czyli jak w
temacie paragrafu ©).
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XIl. PRZEKSZTALCANIE | POROWNYWANIE WIELKOSCI
METRYCZNYCH

1. Przeliczania wielkosci miedzy r6znymi systemami metrycznymi

Zacznijmy od wyjasnienia co to sg systemy metryczne. Otdz sg to systemy wyrazania jednostek metrycznych, czyli
takich, ktore mozna zmierzy¢. Przyktad: odleglos¢ mozesz mierzy¢ w metrach, ale tez jardach; w centymetrach, czy
tez w calach. Jak wtedy przelicza¢ dang dlugos¢ (odlegtos¢) wyrazona w jednej z tych jednostek na wyrazong w
innej z nich? I skad w ogdle wzigly si¢ owe rozne systemy miar?

Zacznijmy od udzielenia odpowiedzi na drugie z tych pytan. Ot6z w roéznych krajach czy regionach (szerszych czy
wezszych niz kraj) stosowano rézne jednostki, np.:

e w krajach anglosaskich: mile, cale, funty, Fahrenheity, galony, stopy kwadratowe;

e obecnie cho¢by w Polsce — odpowiednio: kilometry, centymetry, kilogramy, stopnie Celsjusza, litry, metry
kwadratowe.

Nieraz okazuje si¢, ze chcemy (czy musimy) wiedzie¢ ile dana warto$¢ wyrazona w jednej jednostce wynosi w
drugiej, np. gdy:

e w jednym kraju uzywamy obu systemow w roznych sytuacjach — np. dtugosé stotu mierzymy w centymetrach, a
przekatna ekranu telewizora czy telefonu podajg nam w calach — i jeste$my wtedy zainteresowani by wiedzieé
ile to jest w centymetrach, bo jednostki miary lepiej ,,czujemy”,

e dowiadujemy si¢, ze w kraju do ktérego lecimy jest okreslona temperatura powietrza w Fahrenheitach, a nam to
nic nie mowi i dlatego chcemy wiedzie¢ ile to jest w stopniach Celsjusza.

Jak jednak przelicza¢ jedne na drugie (i w druga strong?). Odpowiedz jest prosta — wedlug odpowiedniego
przelicznika.
Owych przeliczen zwykle dokonujemy analogicznie, jak to bylo w przypadku walut.
Na przyktad skoro / in (cal) = 2,54 cm, zatem:
e 6in=6254cm=1524cm
e 20cm=(20/2,54)in= 7,87 in
Mozna tez przelicza¢ akry na ary lub hektary:
o 1 akr=0,40468564224 hektara
o 1 akr=40,468564224 arbw

Tylko w przypadku temperatury jest inna metoda przeliczania nizx = a - y, gdzie x, y — jednostki, a — przelicznik.
Wiaze sie to z faktem innego ustawienia zera w stali Celsjusza i Fahrenheita; 0 K = -273,15 °C.
(UWAGA! W skali Fahrenheita — nie mamy stopni Fahrenheita, lecz sg po prostu Fahrenheity).

Jak przelicza¢ stopnie Celsjusza na Fahrenheity i Kelwiny?

e Przeliczanie stopni Celsjusza na stopnie Fahrenheita: F =32+ 1,8 - C

e Przeliczanie stopni Celsjusza na Kelwiny: K=C+27315

e Przeliczanie stopni Fahrenheita na stopnie Celsjusza: C = (F—-32)/1,8

e Przeliczanie stopni Fahrenheita na Kelwiny: K= (F+45967)/138
e Przeliczanie Kelwindéw na stopnie Celsjusza: C=K-27315

e Przeliczanie Kelwinéw na stopnie Fahrenheita: F=(1,8-K)—459,67

Jak wida¢ — kazda z tych skal w innym miejscu ma ustawione zero — dlatego zaleznosci te nie sa proporcjami, lecz :
4) w przypadku C i K — przesunigciami (obie te skale majg t¢ samg szeroko$¢ 1 stopnia),
5) w przypadku zestawienia (C lub K) z F — poniewaz szeroko$¢ / °C — to 1,8 K (jak i 7,8 °F) — kombinacjg
przesuniecia i proporcji.

UWAGA!
1 rok $wietny — to nie jednostka czasu, lecz odleglosci. Jest to mianowicie odlegtosc, jaka swiatto przebywa w ciagu
1 roku (ziemskiego), tj. czasu w jakim Ziemia obiega Stonce.
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2. Przedrostki w jednostkach metrycznych

Do mierzenia czy wyrazania okreslonych kategorii metrycznych (jak np. dtugosé, objetos¢, cisnienie, masa, napigcie,
natezeni, opor, ...) stuzg nam tzw. podstawowe jednostki miary odpowiednio: metr, litr, gram, Pascal, volt, amper,
om, ...), czesto z uzyciem ich pewnych krotnosci czy podkrotnosci (czgsci), ktore to majg one swoje nazwy oraz
skroty. O tym jak wygladaja — podam na ponizszych przyktadach.

KROTNOSCI PODKROTNOSCI (CZESCI)

1 gram (g) — jednostka podstawowa

10g=10" g = I dekagram

100 g = 10° g = I hektogram = 1 hg (10 ,,deko”)
1.000 g = 10° g = I kilogram = [ kg (,.kilo”)

1 metr (m) — jednostka podstawowa
0,lm= 10" m=1 decymetr = 7 dm
0,0l m = 10° m = ] centymetr = ] cm
0,00l m =1 0° m = I milimetr = / mm

1.000.000 g = 10° g = I megagram = ] Mg (tona)
1.000.000.000 g = 10° g = I gigagram = I Gg
1.000.000.000.000 g = 10" g = I teragram = [ Tg

0,000.001 m = 10° m = I mikrometr = / pm
0,000.000.001 m = 10”° m = I nanometr = / nm
0,000.000.000.001 m = 10> m = I pikometr = / pm

UWAGA!
Niektore przedrostki zwyklto si¢ uzywac tylko z niektérymi jednostkami metrycznymi. Jest tak np. z ,,hekto”, ktore
uzywa si¢ z jedynie z Pascalami i litrami (z innymi jednostkami ,,jako$ nie brzmig”, jak np. w powyzszej tabeli
,,hetogram”).
Niektore jednostki potaczone z ich przedrostkami zwyklo si¢ nazywaé zargonowo, przy czym:
b) moze to by¢ zwigzane z tym przedrostkiem — np. na dekagram moéwi si¢ ,,deko”, a na kilogram — ,,kilo”,
¢) jakinie, przy czym w tej sytuacji mamy dwa przypadki — nazwy te mogg by¢:
e formalne — np. na 7.000 kg méwi si¢ tona, na / dm’ — litr,
e nieformalne — np. na I m’ méwi si¢ kubik (wody, czy drewna na opat)
Moze by¢ tez tak, ze przedrostek potaczony z jednostkg sam si¢ zmienia: /00 hektarow — to nie hektoar, lecz hektar.
Moze tez dochodzi¢ do pewnych ,,wypaczen” (tj. wypowiedzi co prawda niezgodnych z prawda, niescistych,
nieformalanych, ale w pelni dla wszystkich zrozumiatych) — np. méwimy, ze mieszkanie ma 70 metréw zamiast
powiedzie¢ ze ma 70 m’.

3. Przeliczanie wartosci o roznych przedrostkach z tego samego systemu
metrycznego

Jak wiesz, I litr —to 1 dm3 = 1- (10 cm)® = 1.000 cm® = 1.000 ml

Poniewaz dm to 10 cm - zatem dm3 (czyli litr) — to 1.000 cm?3 (a jako Ze tysieczna cze$é to ,,mili” — mamy ze na
litr wchodzi 1.000 ml). Dla nas najbardziej istotne jest tu to, Zze zmiana jednej jednostki na /0 mniejszych,
spowodowata w 3 potedze zwielokrotnienie si¢ jej tez 10% = 1.000 —krotne.

Zobaczmy kolejne zadania:

1m? = (10 dm)? = 100 dm?

1m? = (100 cm)? = 10.000 cm?

1m3 = (10 dm)3 = 1.000 dm3 = 1.000 [

1) 1m?ile madm?, aile cm??

2) 1m3 (,kubik”) - ile to dm? (litrow)?

Zobaczmy jeszcze jak jest z powierzchnig ziemi.

Powierzchnia ziemi — to areat. Nazwa ta pochodzi od jednostki powierzchni ,,ar” réwnej 100 m? (moze to wiec byé
powierzchnia ziemi w ksztalcie kwadratu 10 m X 10 m).

Kwadrat o boku 10 razy wigkszym, a wigc rownym 100 m (tyle co od stupka do stupka na drodze) — to:
100m x 100 m = (100 m)? = 10.000 m? = 100 - 100 m? = 100 ar = 1 ha (1 hektar)
1km? = (1000 m)? = 1.000.000 m? = 10.000 ar = 100 ha
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4.Podobienstwo (skala, rozne rodzaje skal na mapie i planie)

Mapa czy plan sg schematycznym przedstawieniem w pewnej skali sytuacji jaka ma miejsce w rzeczywistosSci.
Przy tym obrazowaniu, skala zwykle oznacza pewne (kilkadziesigt czy kilkaset; kilka, kilkadziesiat czy kilkaset
tysigcy, a nawet miliony razy!) pomniejszenie.

Skala okresla stosunek dlugosci na planie czy mapie w stosunku do stosownej dtugosci (odleglosci) w terenie.
Skalg (inaczej: skale kartograficzng) przedstawia si¢ na 3 sposoby:
1) podzialkq graficzna:

— tu kazdy centymetr na mapie, to 2 km w terenie
0 2km4km 6km
2) konkretnym zapisem: / cm = 5 km — tu kazdy centymetr na mapie, to 5 km w terenie.
3) proporcja: [ . 3.000.000 — ten zapis oznacza, ze na mapie wszystko jest 3.000.000 razy mniejsze niz w
rzeczywistosci, czyli ze kazdemu cm na mapie odpowiada w terenie: 3.000.000 cm = (skreslamy 2 zera) 30.000 m =
(skreslamy 3 zera) 30 km; tak wigc (to warto zapamigtac): skreslajac w sumie 5 zer po prawej stronie otrzymujemy 1
cm na mapie ile km odpowiada w terenie. W tym przypadku, jesli odleglo$¢ na mapie wyniesie 5 cm, to w terenie
bedzie to 5 - 30 km = 150 km.

Plan a mapa

Plan — to schematyczne przedstawienie obszaru o powierzchni co najwyzej aglomeracji.

Wedhug innej definicji (bezposrednio odnoszacej si¢ do skali):

Plan — obraz niewiclkiego obszaru powierzchni Ziemi przedstawiony na plaszczyznie za pomocg symboli
kartograficznych w duzej skali (najczesciej 1:2.000 lub 1:10.000), a co za tym idzie bardzo szczegolowy.

W przypadku odwzorowan wigkszych terenow ziemi, czy tez (odnoszac si¢ do 2. definicji) stosowania mniejszej
skali, przyjmujemy ze mamy do czynienia Z map3.

W jeszcze innym ujecie: roéznica migdzy planem a mapg polega na tym, ze plan przedstawia tak maty fragment

powierzchni, iz mozna uznac jg za powierzchni¢ plaska.
W zwigzku z tym — w przypadku planu:
e podczas jego przygotowywania nie trzeba uwzglednia¢ deformacji obrazu wynikajgcych z kulistos$ci Ziemi,
e brak jest na nim uktadu wspotrzednych geograficznych (w miejsce ktorych zwykle wystepuje specjalng siatke
kwadratoéw, opisana podobnie jak pola szachowe: kolumny sg oznaczone literami, a wiersze cyframi, co utatwia
lokalizacje ulic, ktorych nazwy sg wymienione zazwyczaj na odwrocie planu).

OczywiScie moze by¢ tez plan mieszkania, czy pokoju — wtedy oczywiscie nie odnosi si¢ on do powierzchni ziemi,

lecz do powierzchni podtogi. Zwykle wykonuje je si¢ w skali 1:100 (/ cm na mapie = / m w terenie).

W przypadku odwzorowan pomieszczen, czy mniejszych obiektow (np. silnikdw) — zamiast mowic o planie, czgsto

(jak najbardziej poprawnie) moéwimy wtedy o schemacie (te bedg zwykle w skali 1 do kilku, kilkunastu czy

kilkudziesigciu).

UWAGA!

e Moze by¢ tez skala I : I — wtedy plan jest w wielko$ci przedstawianego obiekty (np. gdy robimy obrys stopy
dziecka na tekturce, by potem wyciag gi i mie¢ za wzor do przymiarek w sklepie obuwniczym).

e Moze tez by¢ skala 3 : I — wtedy de facto bedziemy mieli powigkszenie (tu: trzykrotne). Tak begdzie np. w
przypadku znaczka (gdy bedziemy chcieli zobaczy¢ jego szczegoty).

Na koniec dopowiedzmy, Zze wystepujace tu stosunki (typu: 7 :500.000, 1 : 100, 1: 1, 3 : I) — to skale podobienstwa.
Ukazuja jak si¢ ma zalezno$¢ miedzy odlegltosciami na mapie (planie, czy schemacie) a w terenie.

5.Powierzchnie i przestrzenie (zasada + zmiana wielkoSci na Kksero,
formaty papieru, ktora pizze warto zamowic?)

Figury czy bryly nazywany podobnymi, gdy sg takie same co do ksztattu, lecz mogg si¢ rozni¢ wielkoscia.
Z kolei figury czy bryly nazywamy przystajacymi, gdy sa zarazem takie same co do ksztattu, jak i co do wielkosci.
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Zaktadamy przy tym, ze figury odwrocone na drugg strong (np. Fi3 ) majg ten sam ksztalt —a wigc sg przystajace.
Kazde 2 kota sg podobne, kazde 2 kwadraty sa podobne, ale prostokaty — juz niekoniecznie.

Jesli bowiem mamy 2 prostokaty:

1) jeden o bokach 2 i 5, a drugi o bokach 4 i /0 — to ten drugi jest 2 razy wigkszy od pierwszego, zachowana jest
proporcja migdzy bokami: 2 - 5 = 4 : 10 jak i katy sg takie same — sg zachowane (w prostokatach zawsze tak jest, bo
zawsze kazdy kat ma 90 stopni).

2) jeden o bokach 21 5, a drugi o bokach 41 13 — wowczas ten drugi jest 2 razy szerszy od pierwszego, jednak nie sg
one podobne, bo — poréwnujac boki — 4 jest 2 razy wigksze od 2, ale /3 juz nie jest 2 razy wigksze od 3, tylko 2,6
razy.

Wazne sg tez katy:

— w tych pigciokatach wszystkie boki majg t¢ sama dtugos$¢, a mimo to figury te nie sg podobne — wiasnie ze
wzgledy na katy — ze w 11 nie sg takie same jak w 1.

I teraz bardzo wazne twierdzenie 1:

Jezeli co$ rosnie liniowo 7 razy (w kazdym z kierunkow), to jego pole ronie n” razy, a objetos$é n’ razy.

Jezeli w tym twierdzeniu stowo ,,ro$nie” zastagpimy slowem ,,maleje”, to otrzymamy nastepujgce, rownowazne mu
. . . 1 . .
(bo zmalenie n-krotne, to inaczej wzrost o —-ta razy) twierdzenie 2:

Jezeli co$ maleje liniowo 7 razy, to jego pole maleje »n° razy, a objeto$é n’ razy.

Twierdzenia te mozna tez realizowac¢ w drugg strong. Konkretnie,
e ztwierdzenia / otrzymujemy, zZe:

1) jesli powierzchnia pewnej figury (czy bryly) urosta k razy, to liniowo figura/bryta ta wzrostavk razy
2

(bo(vk)"= k),
o gqe . yr . o . 3 3 3

2) jesli objetos¢ pewnej bryly urosta & razy, to liniowo ta bryta wzrostaV/k razy (bo (\/E) =k),

2

3) (trudniejsze) jesli objetos¢ pewnej bryly urosta k razy, to pole tej bryly wzrosio(%) razy (najpierw
obliczylismy tu ile razy wzrosta ta bryla liniowo: 3k, a nastepnie wynik ten podniostem do kwadratu, by
zobaczy¢ ile razy wzrosto jej pole);

e 7z kolei z twierdzenia 2 otrzymujemy analogicznie, Ze:

1) jesli powierzchnia pewnej figury (czy bryty) zmalata k razy, to liniowo figura/bryta ta zmalata vk razy
2
(bo(Vk) = k),
« . . . . . 3 3 3
2)  jesli objetos¢ pewnej bryty zmalata k razy, to liniowo ta bryta zmalata Yk razy (bo (\/E) =k),
3) (trudniejsze) jesli objetos¢ pewnej bryly zmalata k razy, to pole tej bryty zmalako(Wf: razy (najpierw

obliczyli$my tu ile razy zmalata ta bryla liniowo:3/k, a nastepnie wynik ten podniostem do kwadratu, by
zobaczy¢ ile razy zmalato jej pole).

Teraz przejdzmy do praktyki. Rozwazymy tu 2 sytuacje:
1) kserowanie,
2) kupowanie pizzy.

Ad1)

1) Na ksero chce dwukrotnie zmniejszy¢ rozmiar obrazka (jego pole). Jak powinienem ustawi¢ skale wydruku na
wyswietlaczu?

Nowe pole bedzie 2 razy mniejsze niz dotychczasowe — bedzie wige stanowié jego 7.

\/g =~ (,7071 — wigc ustawiamy 71 %

2) jw., ale chcemy dwukrotnie zwigkszyé pole: V2 = 1,414 — wigc ustawiamy /41 %
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W zwiazku z powyzszym, zobacz ponizej, jak wygladaja formaty papieru w tzw. formacie zasadniczym A (jest
jeszcze B i C, ale te tu pomijamy). Tabela i rysunek — za https://pl.wikipedia.org/wiki/Format arkusza :

52mm 105 m

format zasadniczy — szereg A
Symbol formatu Wymiary arkusza [mm] A7AB A6
A0 841x1189 il as A4
Al 594 %841 ‘
A2 420%594 A 2
A3 297%420 o A3 AlA
A4 210%297 N
AS 148x210 X am\W\Y/
A6 105148
A7 74x105 A 1
A8 52x74 |
A9 37%52
Al0 26%37

Jest on tak skonstruowany, ze arkusz AQ ma doktadnie / m’ (0,841 m - 1,189 m = I m’), a proporcja bokéw wynosi
1.189 mm /841 mm = 1,4138 = /2.
Jak widzisz — na arkusz AQ wchodzg 2 arkusze A1, na kazdy Al — 2 arkusza A2, itd.
Mamy tu wigc po kolei malenie:
e co do pola— 2 krotne — a wigc 0 50 %
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e liniowo — jak to juz liczylismy powyzej — o 1,414 =2, tj. przez tyle nalezy podzieli¢ kazdy bok; jest to
roOwnowazne pomnozeniu go przez 0,7071, czyli zmaleniu kazdego z bokow o 29,29 %.

Zauwaz przy okazji, ze zeszyt szkolny formatu A5, co ma 32 karty, jest faktycznie zrobiony z arkusza papieru AO, tj.
o powierzchni / m”. Przy tym:

1) jako ze kazda kartka jest dwustronna — zeszyt ten ma w sumie 2 m’ powierzchni,

2) jezeli jest on zrobiony z papieru o gramaturze 80 g (jest to waga I m’ papieru) — to znaczy ze wazy on 80 g (bo
akurat z arkusza A0 o powierzchni / m’ jest on zrobiony), oczywiscie nie liczac wagi farby (na nadrukowanie w nim
linii czy kratek) i wagi oktadki (a jako ze ta jest zwykle robiona z grubszego /= cigzszego/ papieru, wigc mozemy
przypuszczac, ze zeszyt taki wazy ok. 100 g.

Ad2)
Chcemy w pizzerii kupi¢ sobie pizze.
Ceny pizzy ,,Americana” w zaleznosci od $rednicy ksztattujg sie¢ w niej nastgpujaco:

e mata 20 cm-— 14 7k,

e Srednia 32 cm— 27 #,

o duza40cm- 35 4,

e max45cm-—4/ 7zl
Zaktadamy, Ze pizze te majg t¢ samg grubos¢ (tj. zZe jej masa rosnie jak jej pole, tj. wraz z kwadratem wzrostu jej
$rednicy — gdyz tak w rzeczywistosci jest).

1) Zwazywszy, ze mata pizza (o Srednicy 20 cm) kosztuje /4 zt — ile powinna kosztowaé srednia (o $rednicy 32

cm)?
(32/20)° - 14 zt = 35,85 zt, a kosztuje jedynie 27 zt, a wicc bardziej optaca si¢ ja kupié niz matg ©
2) Zwazywszy, ze $rednia pizza (o Srednicy 32 cm) kosztuje 27 zt — ile powinna kosztowaé¢ duza (o $rednicy 40
cm)?
(40/32)° - 27 zt = 42,19 71, a kosztuje jedynie 35 zt, a wigc bardziej optaca si¢ ja kupié niz $rednia ©
Sumujgc: najbardziej optaca sie¢ kupi¢ duzg pizzg, mniej $rednig, a najmniej mata.
Gdy bedziesz w jakiejkolwiek pizzerii — sprawdz jak to tam wyglada. Zwykle z identycznym wnioskiem jak u mnie!
3) Zobaczmy na koniec ile razy bardziej optaca si¢ kupi¢ duza pizze niz malg:
(40/20)° - 14 zt = 56 zt — tyle powinna kosztowaé duza pizze, a kosztuje 35 zt,
a wigc bardziej oplaca si¢ jg kupi¢ niz matg: 56/35 = 1,6 razy!
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XIIl. PRZYPADKI | PRZYPADKOWOSC

1. Przydatna jako podstawa dalszych dzialan kombinatoryka, czyli
zliczanie z jakimi i z iloma przypadkami mozemy mie¢ do czynienia

Moze si¢ zdarzy¢, ze bedziemy potrzebowaé wiedzie¢ na ile sposobéw mozna co$ zrobi¢ (ile jest takich
przypadkow). Tego typu obliczeniami zajmuje si¢ dzial matematyki zwany kombinatoryka. Wyniki tych obliczen w

dalszej kolejnosci wykorzystujemy do obliczenia prawdopodobienstwa, o czym doktadniej poméwimy w kolejnym
paragrafie.

Regula mnozenia

Jezeli rzucasz monetg — masz 2 mozliwo$ci wyniku tego co wypadnie (na gorze): orzet (O) i reszka (R). Z kolei jesli
rzucasz nig 3 razy — to wynikow tych jest juz 8, bo: za pierwszym razem masz 2 mozliwe wyniki (O, R), w kazdym z
tych 2 przypadkow za drugim razem mozesz otrzymac 1 z 2 wynikoéw — to juz razem 4 rozne sytuacje (OO, OR, RO,
RR), w koncu w trzecim rzucie w kazdej z tych 4 sytuacji znowu masz 2 sytuacje: O i R, co w sumie (a wiasciwie
,»W iloczynie”) daje nam 4 - 2 = 8 sytuacji (OO0, OOR, ORO, ORR, ROO, ROR, RRO, RRR). Mozna to tez od
razu obliczy¢ jako 2 - 2 - 2 = 8 lub (od razu, ale i ,,uniwersalnie”) jako 23 = 8.

A jak bedzie jak bedziemy najpierw rzuca¢ kostka do gry, a potem moneta? — wowczas mozliwosci begdzie 6 - 2 =
12.

Analogicznie bedzie gdy operacje te bedziemy wykonywacé w odwrotnej kolejno$ci (najpierw rzut moneta, a potem
koscia do gry): 2 - 6 = 12 (ten sam wynik otrzymaliSmy w oparciu o prawo przemienno$ci mnozenia: a-b = b - a).

Jak wigec widzimy, za kazdym razem mamy tu do czynienia z mnozeniem liczby kolejnym elementarnych sytuacji.
Tego typu dziatanie nazywamy wtasnie regula mnozenia.
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Przyktad 1

Ze wsi A do wsi B prowadzi 5 $ciezek przez las. Na ile sposobéw mozna odby¢ spacer A—B—A tak, aby spacer ze
wsi B do wsi A odby¢ inng $ciezka niz ze wsi A do wsi B? - w pierwszg strong na 5 sposobdw, a w druga na 4, wigc
jako wynik otrzymujemy 5 - 4 = 20.

Silnia
Na ile sposobdéw moze dobiec do mety 5 biegaczy?
e Jako pierwszy dobiegnie / z 5 (5 sposobow),
o w kazdej z tych sytuacji jako drugi dobiegnie / z pozostatych 4 (razem mamy wigc 5 * 4 sposobdw),
o w kazdej z tych sytuacji jako trzeci dobiegnie / z pozostatych 3 (razem mamy wigc 5 * 4 + 3 sposobdw),
e w kazdej z tych sytuacji jako czwarty dobiegnie / z pozostatych 2 (razem mamy wigc 5 - 4 - 3 - 2 sposobow),
e w koncu w kazdej z tych sytuacji jako pigty dobiegnie / pozostaly zawodnik (razem mamy wigc 5-4-3-2-1
SpOSOboOw).

Taki iloczyn n kolejnych liczb naturalnych nazywamy silnig i oznaczamy wykrzyknikiem: n! =1-2-3-...-n.

Dzi¢ki silni mozemy w prosty i krotki sposob zapisywaé diugie iloczyny kolejnych poczatkowych liczb naturalnych
(wszak tak wtasnie definiuje sig¢ silni¢), ktore czgsto wystepujg w obliczeniach kombinatorycznych, a co za tym idzie
(poprzez powtarzanie si¢ czynnikow w silniach dwoch réznych liczb) - mozliwos¢ tatwego skracania tego typu
wyrazen w utamku.

8! _ 516:7-8

Przyk%adfz:a: o =6-7-8=336.

Permutacja zbioru n-elementowego — to dowolny n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich elementow tego
zbioru. Liczbg permutacji zbioru n-elementowego mozemy obliczy¢ ze wzoru: B, = n!

Przytoczony powyzej przyktad z liczbg mozliwych sytuacji kolejnosci dobiegni¢cia do mety liczy si¢ wlasnie za
pomocg silni (5/), bo de facto mamy tam ciag osob: ktora dobiegta jako 1, ktora jako druga, ...

Przyklad 3 Ile liczby mozemy utworzy¢ z cyfr 1, 3, 5, 6, 7 1 8 (kazda z nich wykorzystujac doktadnie / raz)?
Odpowiedz: 6/

Przyklad 4 Na ile sposobéw mozna ustawi¢ na polce 5 ksigzek 1 3 zeszyty tak, by ani ksigzki ani zeszyty nie byly
rozdzielone?
Bedziemy stosowac regul¢ mnozenia:
e od lewej najpierw moga by¢ ksigzki, a potem zeszyty, lub moze by¢ odwrotnie — 2 sytuacje,
o  ksigzki mozemy ustawi¢ na 5/ sposobow,
e zeszyty mozemy ustawi¢ na 3/ sposob.
Ostatecznie mamy wigc wynik: 2 -5/ -3/ =2-120-6 = 1.440

Permutacja z powtérzeniami
Ile roznych stow (dowolnie czy posiadajacych sens, czy tez — traktowanych jako ciag kolejnych liter) mozemy
utozy¢ z liter stowa:

e matura? Gdyby ,,a” byly rozrdéznialne — odpowiedZz by brzmiata 6!/. Poniewaz jednak nie sg (ma;tura, =
ma,tura,) — mamy ich 2 razy mniej, tj. %! , a formalnie ;)_: (2! - bo jak juz wiemy na ktorych pozycjach stajg ,,a”° —
patrzymy wtedy na ile sposobow mozna je na tych pozycjach ustawi¢ w cigg);

5!

e matma? - —
21-2!

* pata@)?— oo

Kombinacja bez powtérzen pozwala policzy¢ na ile sposobow mozna wybraé k elementow z n-elementowego
zbioru.

Liczymy ja w nastepujacy sposob: CX = #'_k)' .
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_ n!
T kM(n—k)!
Przyklad 5 Na ile sposobéw mozna wybra¢ 3 zawodnikow w druzynie 7/ osobowe;j?

Mozemy ja tez krdotko zapisaé za pomocg Symbolu Newtona: (Z)

. . 11 11! 11! _ 819-10-11 _ 9-10-11
Rozwigzanie: C11=( )=— =—= = = 165
3/ 31(11-3)! 38!  1-2:3-8! 1-2:3
Majac dany zbidr n-clementowy kombinacja z powtdérzeniami elementow zbioru nazywa si¢ kazdy zestaw k-
wyrazowy. (dlaczego napisalem tu ,zestaw” a nie ,cigg”’ ani ,,zbior” — wytlumacze ponizej). Tak rozumiane

kombinacje z powtdrzeniami sg rozszerzeniem kombinacji bez powtdérzen o mozliwos¢ powtarzania si¢ elementow.

Dla jasnosci definicje mozna opisa¢ w nastepujacych punktach:
1) kolejnos¢ wyrazow nie jest istotna (dlatego nie jest to ciag),
2) elementy mogg si¢ powtarza¢ (dlatego nie jest to zbior).

Dodam, Ze jest to chyba najrzadziej stosowany schemat liczenia kombinatorycznego.

Sposob liczenia podam na ponizszym przyktadzie:
Rzucamy jednoczes$nie trzema kostkami do gry. Ile mozemy otrzymaé wynikow?
Zwrdci¢ uwage, ze nie jest istotna tutaj kolejnos¢, czyli wyniki (5,4,2), (5,2,4), (2,5,4), (2,4,5), (4,2,5) 1 (4,5,2), to ten
sam wynik, a zatem nalezy go liczy¢ jako jeden wynik.
Mamy:
e liczba elementow w zbiorze: k = 3,
e liczba $Scianek na kostce, czyli zbior elementow: n = 6.

, ’ . . Ak _ (n+k-1)!
Wzor z ktorego obliczamy to: Cjf = D!
. A3 _ (643-D! _ 8 51678 _ 678 _ . o _
Liczymy: (5 = oD 381235l 6 8=56

Wariacja z powtérzeniami
Przyjmijmy, ze mamy dany zbiér elementow (np. zbidr liter). Wariacja z powtorzeniami pozwala na utworzenie

ciaggu z elementow tego zbioru, z tym, ze dopuszcza powtarzanie elementow. Korzystamy w celu z nastepujacego
K

wzoru: WX = nk .
Przyktad Ile stow czteroliterowych (nawet tych, ktore nie majg zadnego sensu) mozna utworzy¢ z liter: a, b i ¢?
Rozwigzanie: Przyktadami takich stow sa: aaaa, aabc, cbeb. Na kazdym z 4 miejsc moze sta¢ jedna z 3 liter, ktorymi
dysponujemy, zatem wszystkich mozliwo$ci mamy: 3* = 81 .

Wariacja bez powtérzen
Przyjmijmy, ze mamy dany zbior elementow (np. zbior liter). Wariacja bez powtdrzen pozwala na utworzenie ciggu

z elementow tego zbioru, z tym, ze nie dopuszcza powtarzania elementow. Wzor na wariacj¢ bez powtorzen jest
n!

(n—-k)! "’

Przyktad Ile istnieje szesciocyfrowych kodow BLIK sktadajacych si¢ z réoznych cyfr?

nastepujacy: VX =

Rozwigzanie: Mamy do dyspozycji 10 cyfr: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 81 9.

Wizystkich takich wariacji bez powtérzen jest (1;2!@ =21=5:6-7-8-9-10 = 151.200.
Mogliby$my to tez policzy¢ bez tego wzoru, ,,na piechote’:

Mamy 6 pozycji:
e nal pomozemy postawi¢ jedng z 10 cyfr,
e na II (w kazdej z tych sytuacji) jedng z pozostatych 9,
e na III (w kazdej z tych sytuacji) jedng z pozostatych &,
e na [V (w kazdej z tych sytuacji) jedng z pozostatych 7,
e na V (w kazdej z tych sytuacji) jedng z pozostatych 6,
e na VI (w kazdej z tych sytuacji) jedna z pozostatych 5.
Tym samym tych sytuacji mamy razem: 10-9-8-7-6-5 = 151.200.
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2. Prawdopodobienstwo - jaka mam szanse na osiagniecie sukcesu (tj. ze
szczescie bedzie mi sprzyjac)?

Prawdopodobienstwo (,,po mojemu” — przypadkowos¢) — to stosunek (iloraz) liczby zdarzen sprzyjajacych zajsciu
jakiego$ zdarzenia do liczby wszystkim mozliwych zdarzen. Np. prawdopodobienstwo wypadnigcia ,,6” w
jednokrotnym rzucie kostkg wynosi % , bo na 6 mozliwych zdarzen (1, 2, 3, 4, 5 i 6) tylko jedno (6) sprzyja temu
zdarzeniu.

Z kolei prawdopodobienstwo wypadnigcia parzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie kostka wynosi Z = % ,bo na

6 mozliwych zdarzen (I, 2, 3,4, 51 6) trzy (2, 4 1 6) sprzyjaja temu zdarzeniu.
Jak widzimy, prawdopodobienstw jest tutaj utamkiem wlasciwym, a wigc przyjmuje warto$¢ z przedziatu (0, 1).

Prawdopodobienstwo wyrzucenia ,,8” wynosi % = 0 —jest to tzw. zdarzenie niemozliwe.
Z kolei prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek wyrazajacej si¢ jednocyfrowa liczbg naturalng (mozliwe
wyniki, to: 1, 2, 3,4, 51 6) wynosi g = 1 —jest to tzw. zdarzenie pewne.

Tak wigc prawdopodobienstwo zawsze wyraza si¢ wartoscia z przedziatu <0, 1>,

Wilasnosci rachunku prawdopodobienstwa
1. Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia losowego 4 jest zawsze liczba z przedzialu < 0,1 >:

0<PA) <1
2. Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne /: P(Q) =1
3. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne 0: P(@)=0
4. Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego: P(A)=1-P(4)
5. Prawdopodobienstwo sumy zdarzen P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
6. Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen P(AnB)=P(A)+P(B)—-P(AUB)
7. Prawdopodobienstwo réznicy zdarzen P(A\B) = P(A) —P(ANnB)

Prawdopodobienstwo warunkowe
Prawdopodobienstwo warunkowe zaj$cia zdarzenia 4, pod warunkiem zaj$cia zdarzenia B, liczymy ze wzoru:

P(A|B) = P}(jz;f) , gdzie P(B > 0).

Prawdopodobienstwo calkowite
Jezeli zdarzenia By, B,,... , By, sa parami roztagczne oraz majg prawdopodobienstwa dodatnie, ktore sumujg si¢ do
jedynki, to dla dowolnego zdarzenia A zachodzi wzor:

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|Bz) - P(By) + -+ P(A|By) - P(By)

3. Podstawowe pojecia statystyczne

Wyraz "statystyka" ma dwa znaczenia:
e 7 jednej strony oznacza nauke o uproszczonym opisie liczbowym duzych zbiorowosci
e zdrugiej za$ strony kazdy z tego typu opisow.
W ramach statystyki (w pierwszym z powyzszych znaczen) mamy pewng populacje, ktorg opisujemy pod pewnym
wzgledem w oparciu o
o wszystkie obiekty tej populacji (gdy nie jest za wielka lub gdy cho¢ jest duza, to jednak mamy odpowiednie
srodki /czas, pienigdze, osoby do przetwarzania danych/)
e lub jedynie jej cze$¢ (zwang préba).
Aby opis calej populacji w oparciu o probe byt wiarygodny (niewiele rézniacy si¢ od sytuacji gdyby$Smy badali cata
populacje) — owa proba musi byc¢:
e odpowiednio duza (w Polsce na przebadanie opinii publicznej ogdtu dorostych osob taka proba zwykle ma
1.000-1.100 elementdw — 0sob),
e reprezentatywna (ludzie z roznych rejonéw kraju, z miejscowosci o roznej liczbie ludnosci, o réznej pici, o
roznym wyksztalceniu, w roznym wieku, r6znych zawodow, ...).
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Przy zachowaniu tych warunkéw wynik badania proby bedzie bardzo zbiezny z wartoscig dla calej populacji (gdyby

takie badanie zrobic), a badanie to bedzie od niego kilkadziesiat tysiecy razy tansze!

Ponizej omawiam rozne rodzaje tzw. statystyk, tj. wartosci statystycznych (jest to drugie — z przytoczonych na

poczatku tego paragrafu — rozumien slowa ,,statystyka”).
Pryz tym postuguje si¢ nastepujacym przyktadem:
Mamy 10 o0s6b, odpowiednio w wieku lat: 10, 9,8, 9, 9, 8, 8, 10, 9, 30.
Najpierw porzadkujemy je w kolejnosci rosnacej: 8, 8, 8, 9, 9, 9, 9, 10, 10, 30
a nastgpnie ujmujemy je w nastepujacej tabeli

LP 1 2 3 4
wiek 8 9 10 | 30
liczba os6b | 3 4 2 1
LP |Nazwa statystyki Jej definicja i opis Jej obliczenie dla naszego przyktadu
1 |Srednia Sumujemy poszczegolne wyniki i tak obliczong sume| 5 — 8+8+8+9+9+9+9+10+10+30 —
arytmetyczna  (dzielimy przez ich liczbe: 100 10
Xttty =——=10
r=——m 10
n
2 [Srednia wazona | 1) Sume powtarzajacych si¢ danych zamieniamy 7= 3-84+4-9+2-10+1-30 100 _ 10
na iloczyn. Jest to ,ulatwiona” $rednia - 10 10 T
arytmetyczna.

2) réznicujemy dane ze wzgledu na ,,wagi” — np.
oceny roéznych kategorii maja rézne wagi:
sprawdzian — 3, odpowiedz, kartkowka — 2, praca
domowa — 1.

_ xprwyp Xy wy Xy Wy

Oddzielny przyktad — mamy (dla wag jak obok)
oceny: ze sprawdzianu 2 i 5, z odpowiedzi 4, z pracy
domowej /. Wtedy:

 2:345:344:241-1
w = 3+3+2+1 -

G — %) + (xp — )% + -+ (a0 — %)
n

%=

Jest obliczenia

warto$cia pomocnicza do

w
Wit Wyt Wy _6+1548+1_30_10 .
- 9 9 3 7
3 |Mediana W uporzadkowanym ciagu wynikow jest to: 88 8 9 9 9 9 10, 10, 30 — podkreslitem dwie
Srodk rtosci.
a) warto$¢ §rodkowa — gdy mamy nieparzysta przysrodkowe wartoSci
liczbe wynikow; np. gdy 7 wynikéw — to jest to . = 9+9 18 9
warto$¢ 4. (3 sa przed nig i 3 sg za nig) mTo2 T2
b) S$rednia arytmetyczna z dwoch wartosci
przysrodkowych — gdy jest parzysta liczba
wynikow; np. gdy mamy § wynikow, to bierzemy
wartos¢ 4. i 5. i liczymy z nich S$rednia
arytmetyczng (tj. dodajemy je i wynik dzielimy
przez 2)
4 |Moda, Jest to taka wartos¢, ktora najczeSciej wystepuje Xqg =9
dominanta (dominuje, jest najbardziej ,,modna”). Gdy jest (ta warto$¢ wystepuje najczesciej, bo az 4 razy)
kilka takich wartoséci — to kazda z nich jest moda /
dominanta
5 |Odchylenie Jest to warto§¢ pomocnicza do obliczenia | U nas odchylenia wynosza:
wariancji. Odchylenie warto$ci x; od S$redniej e dla8:8—10=-2
arytmetycznej ma  wartoS$¢  wyrazong W e dla99—10=—1
nastepujacy sposob: e dlal0:10—10=0
xXi—X e dla30:30—10 = 20.
5 |Wariancja Wariancja liczb %y, X3,..., X, to S$rednia , 3°(=2?+4-(-1)?+2-0*+1-30% _
arytmetyczna kwadratow odchylen od ich $redniej 9= 10 -
arytmetycznej:

_12+4+0+900_916_916
B 10 10 0 77
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odchylenia standardowego.

6 |Odchylenie Zalozmy ze mamy dane liczby xq, x,,..., X, oraz 0 =491,6 ~ 9,57
standardowe ze ich $rednia arytmetyczna wynosi X. Wowczas
odchylenie standardowe tych liczb od ich $redniej
arytmetycznej, to pierwiastek kwadratowy z
wariancji, czyli:

n

_ ](xl 02+ O = D+ (i — D)2

7 |Kwadryle Mediana  wskazuje  warto$¢  Srodkowa i | Jak wiemy dla ciagu 8, 8, 8, 9, 9, 9, 9, 10, 10, 30
réwnoczesnie rozdziela wszystkie sytuacje na 2 | mediana wynosi 9: (tu podzial na polow¢ oznaczam
czesSci — potowe mniejszych od owej mediany i | kreska pionowa: |): 8,8, 8,9, 919, 9, 10, 10, 30.

pOh?W?WleSZYCh Od, me,J' Jesh.ta.k otrzy.mane Nastepnie podkresleniami zaznaczylem S$rodkowe
potéwki znowu analogicznie podzielimy na ich (z
kolei) potowki — to w sumie otrzymamy 3
punkty” podziatu calego ciaggu uporzadkowanego
na ¢wiartki. Jezeli sg to zestawienia zarobkow
pracownikow jakiej§ fabryki — to owe ¢wiartki | Przyktadowy rozklad kwadryli w przypadku pens;ji -

wartosci  tych potéwek. Tak wigc punkty
rozgraniczajagce  kwadryle maja  odpowiednio
warto$¢: 8, 91 10

(zwane kwadrylami) obrazuja: podajg¢ ponizej:
1) pierwsza — do jakiej kwoty zarabia pierwsze Iéw. IMéw. MIéw. IV éw.
25% pracownikow, | | | -
[ [ [ g
2) druga — drugie (inaczej: pierwsze ponizej
$redniej) 25 % pracownikow 2.000 5.500  7.000
3) ftrzecia — trzecie (inaczej: pierwsze powyzej | Srodkowa polowa pracownikéw zarabia wiec od
$redniej) 25 % pracownikow 2.000 do 7.000 zt
4) czwarta — ostatnie (najwyzsze) 25 %
pracownikow

Szerszej napisz¢ tu jeszcze o odchyleniu standardowym. Otz okre$la ono jak $rednio od $redniej arytmetycznej
oddalone sg poszczegolne dane. im wigksza jest to wartos¢ — tym wigksza jest to odleglosc.

O odchyleniu standardowym mowi si¢, ze jest to miara rozproszenia, przy czy w tym ujg¢ciu im wigksza jest to
warto$¢ tym bardzie te dana sg rozproszone od $redniej arytmetycznej, a im mniej - tym bardziej sg wokot niej
skupione.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze odchylenie standardowy nalezy $cisle odnosi¢ do $redniej arytmetycznej. Otdz odchylenie
standardowe o wartosci 5:

e od sredniej arytmetycznej 10 daje + 50%,

e od $redniej arytmetycznej 100 daje + 5%.

Podaje si¢ te statystyki, aby moc tatwo ,,ogarnga¢” bardzo duza liczb¢ danych. Statystyki te trzeba jednak umiec¢
odpowiednio zinterpretowaé, aby nie byto jak w tym dowcipie:
Jak kto$ opiera si¢ plecami o piecyk, a nogi ma w zamrazalniku — to jest mu $rednio ciepto. :)

4. Prezentacje danych (rozne rodzaje wykresow, grafy, tabele)

Dane liczbowe mozemy oddawac za pomoca liczb, ale i w sposob graficzny, czy tez inny schematyczny (np. za
pomocg diagramu, tabeli, mapy z ludzikami reprezentujgcymi np. liczebnos$¢ wrogich sobie armii, itp.)

Dzigki prezentacji graficznej mozemy ,,jednym rzutem oka” rozeznaé si¢ w sytuacji - dlatego jest ona szczegdlnie
wygodna i uzyteczna. Ta jej zaleta (prostota, tatwy odczyt pod wzgledem mentalnym) ma niestety tez swoje
mankamenty:

3) Poniewaz z grafiki mozemy jedynie w sposob przyblizony odczyta¢ stosowne wartosci (traci¢ wtedy doktadne
ich warto$ci) - dlatego najlepiej jest wtedy 6w wykres czy schemat zaopatrzy¢ dodatkowo w doktadnym opis
liczbowy.

4) Jesli na wykresie bedziemy co$ reprezentowac za pomocg dajmy na to trojkatow roznej wielkosci — to nie jest
wiadomo, czy warto$ci te reprezentowane sg przez ich wysokos$¢, czy moze pole (a jak wiemy, pole roznie z
kwadratem zmian wysokosci figur podobnych).
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5)

6)

Gdy pojedyncze wartosci odbiegajg od pozostalych w gore — to mozna je $cig¢ (wyjmujac jak gdyby
wewnetrzng gorng czes¢ wykresu — jak widzisz robi si¢ to za pomoca podwdjnej falki). Ten zabieg daje
mozliwos$¢ tatwego poréwnania matych wartosci, ale juz nie oddaje stosunku wielko$ci bardzo matych i bardzo
duzych. Sytuacje te przedstawia wykres ponizej po prawej stronie.

W konicu gdy mamy same bardzo duze wielko$ci niewiele rdznigce si¢ od siebie — to mozemy $ciaé je u dotu o
tyle samo. Zabieg ten wykonuje si¢ analogicznie jak powyzej, z tym ze w wewngetrznej DOLNEJ czesci
wykresu, lub po prostu poprzez jego zaczecie od pewnej duzej wartosci — tak wilasnie ja to tu przedstawiam, od
490. Wtedy co prawda wyraznie widzimy ROZNICE miedzy nimi, lecz niestety na wykresie gubimy proporcje
tych wartosci (wykres ponizej po lewej stronie).

[ Trp—

Wykres sciety od dotu e ! ===

540 ) 3

.~ 530 '

o - i ) I .

‘2 520 : i

=

5 510 o AH A TH
" 500 I [ ] - 1
490 - L

1 2 3 4
‘lSeriel 512 | 520 | 505 | 530 - T

Podajmy jeszcze jakie mamy podstawowe typy wykresow:

Jezeli mamy do czynienia z funkcjg — to za pomocg zwyktego wykresu funkcyjnego, jak i za pomocg wykresow:

1. kolumnowego (pionowe stupki) — np. oddajace kwoty sprzedazy w danym sklepie w poszczegoélnych
miesigcach danego roku
2. stupkowego (poziome stupki) — np. oddajace liczbe 0s6b w danej grupie o danym rozmiarze buta
3. kolowego (z wycinkami jak w przypadku pizzy), przy czym warto$ci mozemy podawaé wtedy liczbowo lub
procentowo — np. oddajacy preferencje wyborcze (na ktorg partie osoby z danej grupy chca zaglosowaé w
zblizajacych si¢ wyborach)
4. punktowe (gdy zamiast kolumn zaznaczane sg tylko punkty na poziomie wysokosci owych kolumn) — np.
oddajace temperature danego dnia o pelnych godzinach
5. potaczonych punktow — gdy potaczymy owe punkty odcinkami (czesto tak robig pielegniarki na kartach
szpitalnych pacjentow), jednak wtedy owe odcinki nickoniecznie bedg oddawata poprawnie temperaturg jaka
miata miejsce miedzy owymi pomiarami
6. liniowy - gdy bedziemy na nim oddawali temperatur¢ w sposob ciagty.
Tak wigc:

wykresy I - 4 oddaja sytuacje dyskretne,
wykres 5 — sytuacje¢ ciagla w oparciu o pomiary dyskretne,
wykres 6 — sytuacje ciagla.

Od razu zauwazmy, ze wykres typu 5 kompletnie nie nadaje si¢ do oddania sytuacji z wykresu z sytuacji np. /
(wysokos¢ sprzedazy w poszczegodlnych miesigcach), bo przeciez nie ma miesigca dajmy na to 3,78! Trzeba wiegc
bardzo uwazaé przy pomocy jakiego wykresu chcemy oddac¢ dang sytuacje.

Mozesz tez na jednym wykresie mie¢ przedstawionych zestawienie wielu sytuacji, jak np. ponizej procentowe
wydatki w gospodarstwie domowym w 3 réznych latach i w 3 r6znych kategoriach:
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Dane mozna tez prezentowac za pomoca grafow (te zwykle oddajg zaleznosci migdzy opisywanymi obiektami czy
warto$ciami (ja tak zrobilem przy podatkach!) czy w tabelach (gdy s3 one bilansami — wowczas suma wartosci
kolumn musi by¢ rowna sumie warto$ci z wierszy — to znaczy ze tabela si¢ bilansuje, Ze nie popehilismy btedu przy
sumowaniu owych wierszy i kolumn).
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XIV. PRAWIDtA NATURY

1. Przechadzki wsrod liczb godnych uwagi
a) Pi (co kolem si¢ nie-toczy)
Pi — to liczba o wartosci 3,14159...

IT (czyt. pi) — to stosunek obwodu kota (czyli dlugosci okregu) do dlugosci jego $rednicy; stosunek ten jest
niezalezny od wyboru kota, poniewaz kazde dwa kota sg podobne. Liczba 7 nazywana jest czasami ludolfing. Nazwa
ta pochodzi od Ludolpha van Ceulena, ktory zastynat tym, ze przedstawil ja z dokladnoscig do 35 miejsc po
przecinku: 7= 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288.

W praktyce korzysta si¢ z przyblizonych wartosci 3,74, rzadziej z przyblizen dokladniejszych: 3,14159 albo w

postaci utamkéw zwyktych, np. % (= 3,142857..., a wigc mamy przyblizenie z doktadnos$cig do 2 miejsc po

przecinku) lub % (= 3,14159292..., co daje nam przyblizenie z doktadnoscig do 6 miejsc po przecinku!).

Jak myslisz? — Dlaczego ,,pi kolem si¢ nie-toczy?”.
— Bo cho¢ dotyczy kolo, to wezesniej do obliczen trzeba je zaokrgglic ©

Liczba 7 jest stata matematyczng, ktdra pojawia si¢ w wiclu dziatach matematyki i fizyki. W geometrii wystepuje np.
we wzorach na pole i obwod kota, czy pole i objetos¢ bryt obrotowych (kuli, walca i stozka). Mozna jg spotkac
rowniez w bardziej zaawansowanej dziedzinie matematyki, jaka jest analiza matematyczna.

b) Podzial zloty i liczba ¢ (czyt.: fi)

Moze styszate§ o zlotym podziale? Chodzi o to, by podzieli¢ odcinek na dwie czgsci w ten sposdb, by stosunek
dtugosci dtuzszej czgsci do krotszej mial sig tak samo, jak stosunek dtugosci catego odcinka do dtuzszego.

Przyjmijmy, ze dluzszy odcinek ma dlugos¢ x, a krotszy odcinek ma dlugos¢ 1. Wtedy ich iloczyn f = x da nam

wiasnie liczbe fi (¢).
X 1
C —
~"
x+1

Otrzymujemy rownanie: xTH = % (*)

Rozwigzuje si¢ je mnozac ,,na krzyz”: x-x =1-(x + 1)

x2=x+1

x2 —x — 1 = 0 - jest to rownanie kwadratowe, ktore liczy sie za pomocg delty:
A=(-1)?-4-1-(-1)=1+5=5>0

Poniewaz owa A jest dodatnia, zatem mamy 2 pierwiastki (rozwigzania):

1+V5 . 1-/5
X1 = 1 Xp = ———
2 2

Poniewaz pierwszy z tych wynikoéw jest dodatni, a drugi ujemny — pierwszy zostawiamy, a drugi odrzucamy (bo x
oznacza dtugo$¢ odcinka, a ta nie moze by¢ ujemna!).

1+/5
2

Tak wigc xq = ~ 1,61803 39887 =~ 1,618 . Licz¢ t¢ nazywamy ztota proporcja i oznaczamy litera ¢ (fi)

Zobaczmy ile wynosi stosunek odwrotny:

1_ 2 2 1=5_ 215 2015 _-1(1-V5) +5-1 _ .
e TR IiE IET 15 - 1 - 5 =— = 0,61803 39887, czyli 1 — ¢.
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Z zalezno$ci (*) otrzymujemy, ze dtugos¢ owego dtuzszego odcinka jest srednig geometryczng dhugosci krotszego
odcinka i catego odcinka.

Tyle (w skrocie) na jego temat mowi matematyka.

Z}oty podzial (tac. sectio aurea) zwyklo si¢ tez nazywac: podzial harmoniczny, zlota proporcja, zloty stosunek,
boska proporcja (tac. divina proportio), ze wzgledu na jego pigkno, doniostos¢ i powszechnosc.

Ztoty podzial, ze wzgledu na jego estetyke (czujemy, ze co$ jest pigkne, jesli jest oddane w tej wlasnie proporcji;
ztoty podzial mamy nijako zakodowany w oku), juz od starozytnosci wykorzystuje si¢ czgsto w estetycznych,
proporcjonalnych kompozycjach architektonicznych, malarskich, rzezbiarskich czy (tu oczywiscie dopiero od
wynalezienia fotografii) fotograficznych, itp.

W budownictwie 1 sztuce tworzy si¢ dzieta z zachowaniem zlotego stosunku — szczegoélnie w formie zlotego
prostokata, w ktorym stosunek dtuzszego boku do krotszego jest rowny ztotej proporcji (zgodnie z pogladem, ze
takie proporcje wygladaja estetycznie). Zloty prostokat moze by¢ rozcigty na kwadrat i mniejszy prostokat o tych
samych proporcjach co rozcinany, i ten dalej analogicznie, i tak dalej w nieskonczonosé. .. .

Tego typu proporcje spotykamy tez w naturze: odleglosciami miedzy kolejnymi lisémi na todydze, budowie ciata
czlowieka, czy budowie spiralnych muszli.

Ztoty podziat jest takze uzywany w analizie rynkow finansowych, jako ze jest powigzany z ciggiem Fibonacciego.
Ponizej pokrotce opowiem Ci o tym niezwyklym ciagu i owej zaleznosci.

Otz pierwsze 2 jego wyrazy — to jedynki, a kazdy nastgpny wyraz jest sumag dwoch lezacych przed nim. Mamy
wiec: 1, 1,2, 3,5,8, 13,21, ...

lloraz: wyraz dany przez bezposrednio poprzedzajacy go — jesli coraz dalsze wyrazy ciggu bedziemy tu brali pod
uwage, bedzie nam dawac coraz lepsze przyblizenia liczby ¢. Z drugiej strony okazuje si¢, ze obserwujac wykres
zmian kursow akcji, walut, kruszcoOw czy paliw czy innych towarow — kolejne liczby wzrostow czy spadkéw ich
notowan, dowolnie czy brane w mikro czy w makro skali — zawsze sa wyrazane przez kolejne liczby z tego ciagu.

¢) Procenty maksymalne, czyli liczba e

Co jest liczba e?

Dajmy na to, ze mamy oprocentowanie lokaty w skali roku 700 %. Oznacza to, ze kazda ztotdwka po roku da nam
kolejng ztotowke. Jesli kapitalizacja bgdzie potroczna, to po roku za ztozong zlotowke otrzymasz (dalej wszystkie
liczby zaokraglam do 5 miejsc po przecinku): 1,5°=2,25 zt, kwartalna: 1,257=244141 z}, miesicczna:
1,08337=2,6130, tygodniowa: 1,019237?=2,69260, dzienna: 1,00274°%=2,71457, ...

Jak widzisz - zgodnie z tym co juz wiesz - im mamy drobniejsze okresy kapitalizacyjne, tym wigkszg kwote
otrzymasz. Zastanawiasz si¢ pewnie, co bedzie jak dalej bedziemy je rozdrabnia¢ : do godzin, minut, sekund,
utamkow sekund. Oczywiscie caly czas bedzie to coraz wigksza kwota, jednak mam ona swojg granice, okreslana
jako liczba e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995... uff' ;)

2. Posiadaja trzy katy, czyli... trojkaty
a) Perspektywa

Perspektywa — to okreslenie stosowane w architekturze, malarstwie, fotografii i innych sztukach wizualnych, ktore
oznacza sposob oddania trojwymiarowych obiektow i przestrzeni na plaszczyznie. ... W perspektywie linie
rownolegle do siebie stajg si¢ zbiezne i spotykaja si¢ w pewnym teoretycznym punkcie.

Perspektywa moze mie¢ /, 2 a nawet 3 takie punkty zbiegu:
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Zobacz:

Ostatnia Wieczerza, Leonardo Da Vinci
Szkota Ateriska, Rafael Santi
Zrédio: @MiaFarrow / twitter
Zrodto: drawpaintacademy.com

Pokéj Vincenta Van Gogha . . . LA
s acpkapunk e Gustave Caillebotte; ulice Paryza; deszczowy dzien;
Ktywa zbiezng

S vaiicadeniiion Zrodto: https://en.wikipedia.org/

Na czerwono zaznaczona linia horyzontu, niebie:

Zastosowana perspektywa jest per

2) Jak wyglada ona w fotografii:
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Perspektywa linearna Perspektywa z dwoma punktami zbiegu

(za https://photographyvlog.wordpress.com/2012/05/22/perspektywa-w-fotografii-2/)

Na koniec: dowcip o perspektywie patrzenia (a co za tym idzie) i widzenia (dotyczy $wiata niemozliwego):
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b) Pod gorke i z gorki

Spoéjrzmy na schemat stoku (narciarskiego) czy drogi:

Co tu oznaczajg poszczegolne literki?:
X h d —to odlegtos¢ horyzontalna (,ptaska” — taka, jakg odczytasz z mapy)
x — to odlegtosc skosna (czyli rzeczywista)
@ ﬁ h — to przewyzszenie (réznica wysokosci)

q o —to nachylenie (a scisle: kat nachylenia)

Nachylenie trasy (samochodu czy zjazdu narciarskiego) — to inaczej jej stromizna. Mozna wyrazi¢ ja na dwa
sposoby:
1) podajac w stopniach miare¢ kata o

2) podajac ja w procentach, obliczonych za pomoca wzoru: : n = g -100%

Jak tatwo zauwazy¢, katowi 45° odpowiada nachylenie rowne 100 %, katowi mniejszemu — mniejsze nachylenie, a
wigkszemu — wigksze.

Ponizej pokazg Ci jak mozna dokonywac przeliczen pomigdzy podanymi powyzej dwoma sposobami wyrazania tego
nachylenia (w stopniach i w procentach).

Kat a 5° 10° 15° 20° 20° 45° 60° 70° 80° 85° 89°

Nachylenie - ok. | 9% | 18% | 27% | 36% | 58% | dokl. 100% | 173% | 275% | 567% | 1143% | 5729%

Tutaj w oparciu o kat (podany w stopniach) liczylem nachylenie (w procentach). Jak ja to robitem i jak Ty mozesz to
zrobi¢ samodzielnie? Proszg¢ bardzo: wpisujesz w wyszukiwarce google’a ,kalkulator”, a jak juz ,,wyskoczy” w
pierwszym rzedzie wybierasz ,,Deg” (rezygnujac z ,,Rad” o ile bylo wczesniej ustawione), a nastegpnie liczysz dla
poszczegbdlnych katow w nastgpujacy sposob: weciskasz ,tan” + liczba stopni + ,,= * 100 =" i podajesz w
zaokraglenie do liczby catkowite;.

Kat o — ok. 6° 11° 17° 22° 27° 31° 35° 39° 42° | dokt. 45° 89°

Nachylenie | 10% | 20% | 30% | 40% | 50% | 60% | 70% | 80% | 90% 100% 300%

Tutaj z kolei w oparciu nachylenie (podane w procentach) liczylem kat (podany w stopniach). Jak ja to robitem i jak
Ty mozesz to zrobi¢ samodziclnie? Prosz¢ bardzo: wpisujesz w wyszukiwarce google’a ,kalkulator”, a jak juz
»Wyskoczy” w pierwszym rzedzie wybierasz ,,Deg” (rezygnujac z ,,Rad” o ile byto wczesniej ustawione), a nastepnie
liczysz dla poszczegdlnych katow w nastepujacy sposob: weiskasz , Inw” + ,,tan™” + liczba procent + ,,=" i podajesz
w zaokraglenie do liczby catkowitej.

Wykorzystywalismy tu:
1) w pierwszym przypadku funkcj¢ trygonometryczng tangens, ktora jest stosunkiem dtugosci (jak w rysunku
powyzej) h do d,
2) w drugim przypadku funkcje do niej odwrotng — tzw. arcus tangens — w kalkulatorze Google oznaczana tan™.

Dopowiedzenia:
1) Nachylenie trasy pojazdow szynowych podaje si¢ w promilach (w tym celu wystarczy obliczone procenty

pomnozy¢ przez 10, bo 10 promili — to / procent)
2) Oprocz trasy (drogi, stosu) w podany wyzej sposob mozna réwniez liczy¢ i wyraza¢ nachylenie np. dachu, czy
$ciany piramidy.
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¢) Proporcje w trojkatach podobnych

Jak zmierzy¢ wysoko$¢ drzewa (nie wdrapujac si¢ na nie)? To proste — wystarczy wykorzystaé zaleznosci
wystepujace w trojkatach podobnych, a konkretnie fakt, ze stosunki dtugosci odpowiednich bokéw sg w nich takie
same.

%\ Palik o wysokosci (nad ziemig) h wbijasz w ziemi¢ na drodze
Tl cienia drzewa w takim miejscu, by ich cienie konczyly si¢ w tym
K ~~e. samym miejscu. Wtedy — jak widzisz — mamy:
H NN H _h h .
o E—E,astqdh—D E,gdme.
h |~~~ H — to szukana wysokos$¢ drzewa,

a D id —to cienie odpowiednio drzewa i palika, ktore to bez
problemu mozesz zmierzy¢ © (podobnie jak wysoko$¢ palika h)

A 44

4
A\ 4

3. Przeksztalcenia:

W matematyce mamy wiele przeksztalcen figur i bryt geometrycznych, przy czym wszystkie z tych przeksztatcen
mozemy — jak to ma miejsce w tej ksigzce — wyrazi¢ stowem zaczynajagcym sie na ,,P” ©

a) powiekszenia

Figura czy bryla w kazdym z wymiardéw rosnie n-krotnie.
b) pomniejszenia

Figura czy bryta w kazdym z wymiarow maleje n-krotnie.
C) przesuniecia

Figura czy bryta zachowuje wymiar i orientacje¢ (nie obraca si¢), jednak ulega przesunig¢ciu w ktoryms z kierunkow:
w prawo, lewo, gore, dot lub po skosie (w gore czy w dot, pod dowolnym katem).

d) przekrecenia (czyli obroty)

Figure czy bryle obrocic¢ o pewien kat (i to w dowolng stron¢) mozna wzglgdem (czy: wokoto, co nie znaczy wcale,
ze o pelny kat) pewnego punktu, i to dowolnie gdzie lezacego: wewnatrz, na brzegu, czy na zewnatrz owej figury
czy bryty; figura (bryla) ta zachowuje wtedy swoj rozmiar, jednak orientacj¢ juz niekoniecznie... Obrot o 360 stopni
zawsze spowoduje, ze obraz figury natozy si¢ z jej ,,figurg matka” (1j. ta, z ktorej ona wychodzita).

e) przelozenia na druga strong, czyli odbicia, czy symetrie (plus
dopowiedzenie o figurach symetrycznych)

Jesli jaka$ figure ,,przewrdcimy na drogg strong¢” — to otrzymamy figure do niej symetryczng wzglgdem prostej

odbicia:
(to tak, jakby$Smy mieli $wiezg plame z atramentu na stronie,
nastgpnie bysmy te strone ztozyli wzdtuz jakiejs prostej, odbili

te plamg, a nastepnie z powrotem roztozyli strong).

Jesli na takg dwu-sktadowa figure spojrzymy jako na jedng figure, lub w ogoéle taka figura z osia symetrii jest jedno-
sktadowa, to powiemy, ze jest ona osiowo-symetryczna. Takimi figurami sg np. duze litery: A, C, D, H, O.
Kazdg z tych liter mozna przetozy¢ na drogg strong i otrzymac t¢ samg figure — liter:

86



e A —wzgledem osi pionowe;j,
e CiD - wzgledem osi poziomej,
e HiO—wzgledem osi tak poziomej, jak i pionowe;.

Dodatkowo zauwazmy tu, ze litery H i O maja te wlasnos¢, ze sa symetryczne wokot swego srodkowego punktu
(kazdemu ich punktowi odpowiada ,,punkt blizniak” po drugiej stronie owego $rodka, potozony do tego w tej samej
odleglosci od owego srodka). O figurach tego typu moéwimy ze sa srodkowo symetryczne.

4. Pokrycia powierzchni (puzzle, dywany, mapy)

Sztuke pokrycia powierzchni tego samego typu obiektami (jednego, nieraz 2 lub 3 rodzajow) nazywamy
parkietazem. Oto kilka przyktadow (resztg mozesz sobie wygooglac):

Tutaj (ze wzgledu na ograniczenia drukarskie) dalem mozaiki czarno — biate (a wiasciwie: czarno-szaro-biate), ale
oczywiscie sg i kolorowe parkietaze. Jak widzisz, mamy tu do czynienia z wielokrotnym powtarzaniem tej samej
struktury uktadu owych ,kafelkow”, lecz z przesuni¢ciami, realizowanymi w taki sposob, by rzeczywiscie cala
powierzchnia plaszczyzny zostata zapetniona. Po co si¢ je tworzy? — do uktadania muru, parkietu, obrazéw,
kafelkow, terakoty, ...

Z pokryciem catej danej powierzchni mamy tez do czynienie cho¢by w przypadku:
e ulozenia kompletnego obrazka z setek czy tysigcy pojedynczych puzzli,
e mapy kraju, gdzie wydzielone sa wojewddztwa (zamiast mowic, ze kraj dzieli si¢ na wojewddztwa, mozna
powiedzie¢ przeciez ze wojewoddztwa sktadaja si¢ na kraj).
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5. Pomniejszone powielenia, czyli fraktale

Czym jest fraktal? Jest on wielokrotng autoduplikacjg danego ksztattu. Przyktad:

Wychodzimy od trojkata i na srodku kazdego jego boku dorabiamy 3 razy mniejszy trojkat. Nastepnie w przypadku
kazdej tak powstatej figury postepujemy analogicznie. Ponizej mamy 5 po kolei powstatych w ten sposob figur —
coraz bardziej ,,gestych” fraktali (ponizej — konstrukcja tzw. Krzywej Kocha):

AL 0

Jak si¢ okazuje, wiele obiektow wystepujacych w przyrodzie ma ,fraktalng” strukturg: drzewa, paprocie, kolonie
koralowcow, pasma gorskie, ...
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XV. POZA PRZYRODA (NATURA) - CzZYLI MATEMATYKA
DOMEM BEZ DRZWI, JAK | Z DRZWIAMI POZNANIA

1. Poczatki matematyki i jaskinia Platona, czyli Swiat poza ziemska
rzeczywistoscia

Matematyka — jako nauka — swdj poczatek wzigta w starozytnej Grecji, a za pierwszego ,,z prawdziwego zdarzenia”
matematyka uwaza si¢ Talesa (z Miletu). Wtedy rozwijata si¢ glownie geometria, a wigc dziat matematyki ktérego
nazwa oddaje robienie tego, czym dzisiaj zajmuje si¢ geodezja (bo geo-metria, to inaczej ziemi-mierzenie ©).
Chodzito o to, ze gdy juz ludzie osiedli, by wiedzieli gdzie jest ich miejsce na ziemi ;) Wezeséniej — gdy wedrowali —
bardziej interesowalo ich zliczanie (cho¢by sztuk pogtowia w stadzie, by zadne z nich nie zgubito si¢ po drodze).

W starozytnej Grecji ludzie zauwazyli, ze pojecia matematyczne sg abstrakcyjne i umiescili je w ,,$wiecie idei”:

1. Uznali, Ze nie ma czego$ takiego jak trojkat matematyczny w $wiecie realnym — bo kto widzial figure
geometryczng ktora nie ma grubosci! My mogliSmy widzie¢ trojkat muzyczny (instrument perkusyjny), trojkat
samochodowy (inaczej zwany trojkatem ostrzegawczym), czy rysunek trojkata! Samego za$ trojkata — jako
takiego — na pewno nie (chyba ze jedynie w umysle).

2. Analogicznie na pewno nikt z nas nigdy nie widziat trojki. Na pewno widzieliSmy co$§ w liczbie 3 (np. 3 jabtka),
czy zapis trojki (czyli cyfre 3). Liczby za$ 3 jako takiej na pewno nie widzieliSmy (znowu: chyba ze jedynie w
umysle).

Przyjmujemy — za Platonem — Ze obiekty realne sg jedynie pewnymi obrazami tych idealnych ze §wiata idea.

Platon na te okolicznos$¢ ,,zbudowatl” (tj. a jedynie stworzyt konstrukt myslowy) DOM BEZ DRZWI, czyli jaskinig,

zwang oczywiscie ,jaskinig Platona”. Wyobrazit on sobie mianowicie ludzi siedzacych na podtodze z jaskini,
przykutych tancuchami tak, ze wszyscy twarzami zwroceni sa na jedng Sciang i nie moga przekrgci¢ glowy. Na
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Scianie tej widza cienie tego, co dzieje si¢ za nimi, a powidok ten otrzymujemy dzigki znajdujacym si¢ jeszcze dalej
za nimi pochodniami.

My pono¢ mamy by¢ jako i oni — nie widzie¢ prawdziwego $wiata, lecz jedynie jego obraz. Analogicznie jest w
przypadku obiektoéw matematycznych — w §wiecie w ktorym zyjemy nie widzimy ich, lecz jedynie ich obrazy (czy
odzwierciedlenia — mysle, ze w tym przypadku to stowo lepiej oddaje nam t¢ sytuacje).

2. Przypadki z nieskonczonoscig i o drzwiach w Krainie Matemagii

Takim pojeciem abstrakcyjnym, ktorego odpowiednik trudno jest znalez¢ w $wiecie realnym jest pojecie
nieskonczonosci (no, chyba ze w odniesieniu do Boga, ale to juz inna sprawa...).

W matematyce nieskonczono$¢ mamy na prostej czy osi liczbowej (wszak sg one z obu stron nieskonczone).
Nieskonczony jest tez zbidr liczb naturalnych: 7, 2, 3, ...

Nieskonczono$¢ mozemy tez ,,zrobi¢” ,z niczego” - utworzymy mianowicie zbidr nieskonczony ztozony z
nast¢pujacych obiektow:
e - zbidr pusty,

{@} - zbidr, ktorego jedynym elementem jest zbior pusty,

{{@}} - zbidr, ktorego jedynym elementem jest zbidr, ktorego jedynym elementem jest zbior pusty,

Oczywiscie kazdy z tych obiektow jest rézny. Tym samym zbiér utworzony z tych elementéw: {@,{0},{{@}}, ..}
jest nieskonczony (cho¢ — w rzeczy samej — jest to takie ,,wielkie nic”!)

Jesli cos jest wieczne (nieskonczone czasowo), to znaczy, ze jest to:
e odwieczne, tj. bez poczatku
e idowieczne, a wigc bez konca.
(pioro wieczne na pewno nie jest wieczne, lecz — jesli juz — to co najwyzej dowieczne /bo ma poczatek/).

O nieskonczonosci moze nas tez czego$ nauczy¢ tzw. Hotel Hilberta (fikcyjny hotel pana Hilberta). Jest to hotel,
ktory posiada jedynie pokoje jednoosobowe 1 ma ich nieskonczenie wiele (majg one numery odpowiednio: I, 2, 3,
...). Zawiaduje nim portier, ktory musi si¢ wykazaé przed wiascicielem gospodarnos$cia w zarzadzaniu tym hotelem i
jego pokojami:
e zawsze musi domeldowa¢ nowych gosci (bez wzgledu na to ile pokoi jest juz zajgtych),
e zawsze musi zadba¢ o to, by jak najwigcej pokoi bylo zajetych (inaczej mogltby by¢ uznany za
niegospodarnego!)

Wyobrazmy sobie nastgpujace sytuacje:
1) Wszystkie pokoje sg zajete, a chee si¢ zameldowac 1 gosc¢. Jak portier powinien zaradzi¢ tej sytuacji?
To proste! Wystarczy, ze kazdego z lokatoréw portier przesunie do pokoju o numerze o / wigkszym (zawsze
jest to wykonalne), a nowego go$cia zakwateruje w pokoju nr 7).
W $wiecie matematyki oznacza to, ze 0 + 1 = oo.
2) Wszystkie pokoje sa zajete, a chce si¢ zameldowa¢ 4-osobowa rodzina. Jak portier powinien zaradzié tej
sytuacji?
To proste! Wystarczy, ze kazdego z lokatoréw portier przesunie do pokoju o numerze o 4 wigkszym (zawsze
jest to wykonalne), a nowych przybyszy zakwateruje w pokojach o nr / - 4).
W $wiecie matematyki oznacza to, ze oo + 4 = co.
3) Wszystkie pokoje sg zajete, a chee si¢ zameldowac tez nieskonczenie wielu nowych gosci. Jak portier powinien
zaradzi¢ tej sytuacji?
To proste! Wystarczy, ze kazdego lokatorow portier przesunie do pokoju o numerze 2 razy wigkszym (a wigc do
pokoi o parzystych numerach), a nowych przybyszy zakwateruje w pokojach o numerach nieparzystych (jest ich
akurat nieskonczenie wiele!).
W $wiecie matematyki oznacza to, ze oo + 00 = oo.
4) Wszystkie pokoje sg zajete, a 10 gosci chee si¢ wymeldowaé. Jak w tej sytuacji powinien postgpié¢ portier?
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To proste! Po ich wymeldowaniu powinien pozostatych gosci ,,podobija¢” do pokoi o numerach mniejszych — w
ten sposob zagwarantuje, ze wszystkie pokoje ponownie bedg zajete! (mimo Ze nikt si¢ nie domeldowat!)
W $wiecie matematyki oznacza to, ze co — 10 = co.
5) Wszystkie pokoje sa zajete, i nieskonczenie wielu gosci chce sie wymeldowaé. Jak w tej sytuacji powinien

postapi¢ portier?
To proste! Po ich wymeldowaniu powinien pozostatych gosci ,,podobija¢” do pokoi o numerach mniejszych. W
tym jednak przypadku mozemy mie¢ niestety nieskonczenie wiele sytuacji:

e moze si¢ okazac, ze wszystkie pokoje beda puste (gdy wszyscy si¢ wyprowadza),

e moze si¢ okazaé, ze tylko I pokdj pozostanie zajety (gdy wszyscy bez jednego lokatora si¢ wyprowadza),

[}

e moze si¢ okazac, ze wszystkie pokoje nadal pozostang zajete! (gdy np. wyprowadza si¢ goscie z co 5-go

pokoju, a portier nastgpnie pozostatych gosci ,,podobija” do pokoi o mniejszych numerach).

W ten sposob widzimy, ze o — oo moze by¢ rowne odpowiednio: 0, I, ..., o0, a poniewaz nie mamy tu

konkretnego wyniku — méwimy, ze co — oo jest to warto$¢ nieokreslona!

Juz wiesz jak si¢ bawig matematycy — wymyslajac sobie i analizujgc jakie historyjki!
Zapewne z niecierpliwos$cia oczekujesz DRZWI, o ktérych byta mowa w tytule tego rozdziatu i tego paragrafu!

Otoz siggnijmy do filmu »Kaczor Donald w Krainie Matemagii (napisy pl)”
(https://www.youtube.com/watch?v=tnl.sJZobnq0). Rzecz dzieje si¢ w Krainie Matemagii. Jest to kraina wielkiej
przygody. Kaczor Donald (linie oznaczone ,,[DONALD:]”) rozmawia w niej z duchem — prawdziwym duchem
przygody, ktory jest dla niego przewodnikiem w wyprawie przez cudowng kraing matematyki.

Poczawszy od 25:33 mamy tam nast¢pujacy tekst:

Umyst jest miejscem narodzin kazdego osiggnigcia naukowego cztowieka.
Umyst nie zna granic, gdy jest wlasciwie uzywany.

Pomysl o pentagramie, Donaldzie.

Teraz umies¢ kolejny wewngtrz. I trzeci, i czwarty.

Nie ma tak ostrego olowka, by kresli¢ tak doskonale, jak potrafisz mysle¢

i tak wielkiego arkusza papieru, by pomiescic¢ twojq wyobraznie.

Tylko w umysle mozesz wyobrazié¢ sobie nieskonczonosé.

Matematyczne myslenie otwiera drzwi ekscytujgcych przygod swiata nauki.
[DONALD:] Zwariuje! Nigdy w Zyciu nie widziatem tyli drzwi.

Kazde odkrycie prowadzi do wielu kolejnych.

Nieskonczony cigg.

[DONALD:] Hej, hej! Co jest za tymi drzwiami?!

[DONALD:] Ej, nie chcg sig otworzy¢! Sq zamkniete!

Oczywiscie, ze sq zamknigte. To sq drzwi przysztosci, a kluczem jest...
[DONALD:] Matematyka!

Tak, matematyka!

Bezgraniczna skarbnica nauki jest zamknigta za tymi drzwiami.

W swoim czasie zostang otwarte

przez ciekawskie i zqdne wiedzy umysty przysztych pokolen.

Jak napisat Galileusz, Matematyka jest alfabetem, za pomocq ktorego Bog opisal wszechswiat.

Jak wigc widzisz — obecny gmach matematyki (w odroznieniu od pierwotnego — jaskini Platona) ma nieskonczenie
wiele drzwi, przy czym nieskonczenie wiele z nich jest jeszcze zamknigtych, a jak tylko bedziemy je otwiera¢ —
kolejne zamknigte bedg si¢ nam ukazywac! Jest wigc co robié, by je wszystkie pootwiera¢, a wiec matematycy na
pewno beda mieli co robic ,,do konca §wiata i jeden dzien dtuze;j”

Nieco wcezesniejszy tekst z tego filmu (od 21:58) nawigzuje do poprzedniego paragrafu — ze wszelka dziatalnosé
matematyczna odbywa si¢ w moézgu, dodajac, ze w zwigzku z tym musi by¢ ona na to zawczasu dobrze

przygotowany:

Teraz jestes gotow na najbardziej ekscytujqcq z wszystkich gier.
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[DONALD:] O, rety!

Polem tej gry jest umyst.

O-o, spojrz na stan twojego umystu!

Stare pomysty, partactwo, fatszywe koncepcje,
przesqdy, batagan!

Zeby dalo sie mysle¢, musimy tu posprzqtac.
No, mniej wigcej. Pozamiatane.

Oraz jeszcze jeden, jeszcze wezesniejszy, tekst (od 12:43):

Obfitos¢ matematycznych form przywodzi na mysl stowa Pitagorasa:
Wszystko jest utozone wedtug liczb i figur matematycznych.

Tak, matematyka jest w muzyce, w sztuce, niemal we wszystkim.

1 tak jak przypuszczali Grecy, zasady sq zawsze takie same.

1 jak Donaldzie, podobata Ci si¢ geometryczna wyprawa?

[Donald:] Jej, panie Duchu, matematyka to znacznie wiecej niz dwa razy dwa.
Zgadza si¢ Donaldzie. (...)

Tu przyszedt mi jeszcze na mysl pewien dowcip o nieskonczonosci, wiec go przytocze:

Czym rozni si¢ Pan Bog od asystenta (na uczelni)?
- Pan Bog jest nieskonczenie milosierny, a asystent — niemifosiernie ograniczony ;)
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XVI. PRZYDATNOSC MATEMATYKI;

PRZYKEADY ZASTOSOWAN MATEMATYKI;
POTEGA MATEMATYKI;

PRZEOBFITY KIELICH DOBRODZIEJSTW
MATEMATYKI;

PRZEGLAD POZOSTALYCH ZASTOSOWAN
MATEMATYKI - BYS  WIEDZIAL, ZE
MATEMATYKA POTEGA JEST!

(nie moglem si¢ zdecydowac ktory dac tytul, wiec dalem
wszystkie ©; wszystkie oczywiscie na ,,P”)

DobrneliSmy do ostatniego rozdziatu! Pora, abym podat Ci gar$¢ informacji o pozostalych zastosowaniach
matematyki, w stosunku do tych, z ktorymi juz Ci¢ zapoznalem. Jak zaraz zobaczysz - kielich dobrodziejstw

matematyki jest przeobfity!

W rozdziale VII pokazatem Ci jak przeksztalca¢ wzory, w tym zasade trojkata, ktorg wytuszczylem Ci odnoszac si¢

do wzoru na predko$¢ (ze jest ilorazem drogi przez czas). Predkosc jest wigc pochodng tych dwdch pozostatych

warto$ci. Jak si¢ okazuje, bardzo duzo innych wartosci liczy si¢ w analogiczny sposob, np.:

1)

2)
3)

gesto$¢ — to liczba jednostek jakich$ obiektow na dang jednostke powierzchni czy objetosci (tak liczymy np.
gestos$¢ materiatu, czy gesto$¢ zaludnienia),

cigzar wlasciwy — to cigzar materiatu przypadajacy na jednostke objetosci,

nat¢zenie pradu — to iloraz jego napigcia do oporu przewodnika, ...

Dalej zobaczmy przykladowe zastosowania matematyki w poszczegélnych dziedzinach wiedzy:

a) W zakresie geografii mamy:

Bilans migracyjny (inaczej: bilans demograficzny zewnetrzny) = liczba imigrantow — liczba emigrantow

Bilans demograficzny wewnetrzny = liczba narodzin — liczba Smierci

Bilans demograficzny = bilans demograficzny wewnetrzny + bilans demograficzny zewnetrzny = (liczba urodzin +

liczba imigrantow) — (liczba Smierci + liczba emigrantow)

Gestosé zaludnienia =

liczba mieszkancow na danym terenie

powierzchnia tego terenu
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Dlugosé geograficzna — to katowe odchylenie danego miejsca na Ziemi od potudnika zerowego na wschod lub na
zachéd (od 0 do 180°).

Szerokos$é geograficzna — to katowe odchylenie danego miejsca na Ziemi rownika na pétnoc lub na potudnie (od 0
do 90°).

b) W fizyce mamy:

Potaczenia (elektryczne) szeregowe i rownolegle

Kat padania promieni stonecznych (moze pamigtasz nawet twierdzenie, ze: kat padania = katowi odbicie © )
¢) W historii mamy

Chronologie — czasowy uktad liniowy

d) w biologii:

Systematyke - uktad zaleznos$ci poprzez stosowanie podziatdow (wyszczegolnianych poprzez posiadanie okre§lonych
cech)

e) Cybernetyka - to nauka o zwigzkach miedzy uktadami i o stabilnosci tychze ukladéw (a wigc czysta
matematykal!)

f) W biologii i medycynie mamy modelowanie matematyczne. Jego podstawe stanowig modele ekologiczne,
budowane na bazie rownan rézniczkowych i réznicowych, teorii graféw i teorii gier, poszerzone o modele
reakcji odpornosciowej i podstawy klasycznej genetyki (teoria Mendla) w kontekScie tancuchow Markowa.
Brzmi zapewne bardzo madrze, ale widzisz zapewne, ze to znowu czysta matematyka! Dzigki niej mozemy
modelowaé chocby: pojedyncza populacje, pojedyncza populacje w uwzglednieniem wieku, budowaé modele
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2

h)

3

oddzialywan migdzy dwiema populacjami, modelowaé¢ zachowanie si¢ ukladow odpornosciowych,
prognozowac ewolucje, bada¢ propagacje genow, ...

modele matematyczne mamy takze w ubezpieczeniach i finansach. Mozemy bada¢ tam: efektywno$¢ i skutecznosc¢
dziatan, korelacj¢ czy wptywu okre$lonych czynnikow, ...

geodezja — to nauka o mierzeniu ziemi

astronomia — nauka o obserwacji i opisie odleglych obiektow pozaziemskich, rowniez wykorzystuje szereg
narzedzi matematycznych (cho¢by pomiary katowe, z ktorymi mamy tez do czynienia w tradycyjnej nawigacji)

z zakresu matematyki dyskretnej np.: szukanie najkrotszej drogi z jednego miejsca do drugiego, szukanie
najkrotszej drogi obchodu danego terenu (wazne w pracy listonosza),

Inne zastosowania matematyki:

Rozktad sit pola - w fizyce,

zasada bilansu masy i energii — w chemii

rzutowania — w mapach, w rysunku technicznym

regresja, progresja, stagnacja — w opisie gospodarki

modelowanie testow i sposobow ich oddziatywania,

szyfrowanie, kodowanie, dekodowanie — w kryptografii

przewidywanie pogody (metodami rownan rozniczkowych) — w meteorologii
dobdr wysokosci (czestotliwoscei) dzwigkow, by wspotbrzmiaty — w muzyce
takt, rytm — w muzyce

zagadnienia rywalizacji i kooperacji — w teorii gier

zagadnienia przydzialu zadan (wazna jest ich sekwencja i czas ich wykonywania) — w procesie produkcyjnym

Co6z, mozna by wymienia¢ jeszcze dlugo i wiele. ..

POStOWIE

Jakie sg etapy zajmowania si¢ matematyka? Wedlug mnie (znowu to magiczne ,,P”!): przytuli¢, poczu¢, polubic,
pokocha¢. Oznacza to, ze najpierw musisz jg poznaé. Wtedy bedzie zmdgl poczué¢ o co w niej chodzi. Wiedzac o co
w niej chodzi, zapewne ja polubisz, a gdy Cig jeszcze bardziej zauroczy — to nawet pokochasz!

Jesli dobrngtes do tego miejsca — pierwsze ,,P” (przytuli¢) — masz juz zaliczone! By¢ moze zaczynasz juz czué
matematyke. Potem — jak tak dalej pojdzie — istnieje szansa, ze jg polubisz (o, tak!). Ja jestem krok dalej — kocham

ja!

Zycze Ci, by$ i Ty miat swojg dziatke, na ktérej bedziesz zmégl si¢ realizowaé — po prostu bedziesz robié to co
kochasz!
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REKOMENDACIA

Dla wielu dorostych ludzi matematyka jest obcg im dziedzing wiedzy, mimo wieloletniej edukacji szkolnej. Jak si¢
jednak okazuje (sami si¢ o tym przekonuj¢) — jest im ona w Zycie potrzebna, i to niemal na kazdym kroku. Z mysla o
takich wlasnie osobach pomyslatem, aby napisa¢ dla nich ksiazke, ktéra zazegna im w tych ich ktopotach. Na pewno
bedzie tez ona bardzo przydatna dla mtodszych oséb — ucznidow — gdyz pomoze im przelamaé si¢ do matematyki
poprzez ukazanie jak bardzo jest przydatna w codziennym zyciu. Poza tym dowiesz si¢ z niej o pewnych
cickawostkach matematycznych, dzigki czemu z jednej strony bedziesz wiedzial czym zajmujg si¢ matematycy, a z
drugie — bedziesz mogt ,,zabtysnaé” w towarzystwie na temat matematyki ©

Nadmieni¢ tez — tu juz odnos$nie siebie, a jakze! — ze mam duze (ponad 30-letnie) do§wiadczenie w nauczaniu
matematyki (na r6znych poziomach: SP, LO, technikum, szkota branzowa, studia), jak i jestem autorem 2 ksigzek w
wydawnictwie Publicat (zbiortestow 1 vademecum dla gimnazjalistow z przedmiotdow matematyczno-
przyrodniczych), jak i dwoch skryptow dla studentow (z matematyki i z lingwistyki matematycznej). W zwigzku z
tym mam nadzieje, ze 1 ta ksigzka dobrze wpisze si¢ w moj dorobek publikacji dydaktycznych.

prof. UAM dr hab. Wlodzimierz Lapis
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